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Introduction

Les progrès scientifiques permettent de mieux comprendre notre environne-
ment. Ainsi, certaines activités humaines basées sur des principes naturels jus-
qu’a présent mal compris sont, aujourd’hui, en partie décryptées et les acteurs
sont identifiés. Il est donc possible de formaliser et d’optimiser ces activités avec
des outils scientifiques. La part de l’empirisme bien que diminuée, joue cependant
encore un rôle fondamental dans la formalisation.
Une part importante des nombreux phénomènes actuellement modélisés s’ex-
prime sous forme de systèmes dynamiques. La modélisation par système dyna-
mique est quasi transversale à tous les domaines scientifiques : elle s’applique,
par exemple, aussi bien au guidage de missile qu’à la croissance de bactéries.
Plus simplement, supposons que l’on s’intéresse à l’évolution dans le temps de
l’état d’un objet, caractérisé par une ou plusieurs variables. Souvent, la complexité
des phénomènes considérés ne permet pas de mesurer directement les valeurs de
l’état. Il faut alors se contenter de quantités auxiliairesappelées variables d’obser-
vations. Ce contexte définit le domaine d’application du filtrage. Le terme filtrage
est intuitif, en effet, les données observées sont filtrées pour extraire de l’informa-
tion sur l’état.
Le cas des bioréacteurs de dépollution, notre objet d’application privilégié, donne
une illustration concrète d’un contexte de filtrage. Le bioréacteur fonctionne de
la façon suivante : l’eau polluée alimente le réacteur, les bactéries contenues dans
le réacteur consomment les polluants pour se développer, tout en dégageant diffé-
rents gaz. Le réacteur restitue ainsi en sortie de l’eau “propre”. Le filtrage consiste
ici à estimer les concentrations de biomasses et polluants,grâce à des quantités
mesurables, indirectements liées à ces concentrations, telles que les débits de gaz,
le pH du réacteur,. . . .
Souvent l’objectif n’est pas seulement de connaître l’étatdu système mais de
contrôler son évolution. Si on revient à l’exemple du missile, atteindre la cible
est plus important que de connaître précisément sa positionà chaque instant. Pour
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le bioreacteur, il est impératif que la concentration de polluants en sortie reste
toujours inférieure à une norme européenne. Les estimations des concentrations
des biomasses et polluants servent donc à réguler le bioréacteur pour que cette
contrainte soit toujours respectée.
Les problèmes de filtrage sont donc souvent au centre de procédures de contrôle et
d’automatisation de tâches. Cependant ce mémoire se limiteà l’étude des filtres.
Le domaine du filtrage se divisent en deux grandes catégories:

-Les systèmes linéaires, situation la plus simple : Kalman([84]) a construit un
algorithme récursif de filtrage qui, lorsque le bruit sur le système est additif et
gaussien, fournit la meilleure estimation de l’état, le filtre optimal. Si le bruit n’est
pas gaussien, le filtre n’est plus optimal, mais il garde de bonnes propriétés. Il
est actuellement, pour cette raison, le filtre le plus utilisé en pratique dans le cas
linéaire.

-Les systèmes non linéaires constituent le cadre de recherche privilégié en fil-
trage car il n’existe pas de solution de dimension finie([19]). Ce travail de thèse
se situe au coeur de ce contexte. Dans la pratique, les ingénieurs utilisent le filtre
de Kalman étendu (FKE), méthode dérivée du cas linéaire. Bien que les résultats
obtenus soient généralement satisfaisants, sa justification théorique (Picard[108])
repose sur des hypothèses vérifiées seulement par quelques systèmes particuliers.
Mais si le filtre est mal initialisé ou le système fortement non linéaire, la qualité
du filtrage en pâtit. De nombreuses variantes du FKE visant à corriger ces dé-
faillances sont apparues, cependant aucune d’elles n’offre de garantie théorique
de résultat.
Des méthodes basées sur un maillage de l’espace d’état (Kitagawa[87]) ont été
développées ; les performances sont globalement satisfaisantes sur des systèmes
de petite dimension. Le nombre de points nécessaire à un maillage de qualité
constante croît rapidement avec la dimension de l’espace d’état. L’utilisation en
ligne de ce type de procédures est donc à proscrire.
D’autres approches basées sur les méthodes de Monte Carlo, les filtres particu-
laires et leurs variantes sont récemment apparues. Elles visent à estimer la distri-
bution du filtre optimal par des particules simulées dont l’évolution est liée aux
observations. C’est une approche intéressante car elle s’appuie sur des résultats
théoriques (Del Moral[42]) autres que la loi forte des grands nombres. De plus,
les performances de ce type d’approche surpassent généralement celles du FKE.
Mais elles connaissent aussi quelques défaillances hors decertaines hypothèses,
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notamment lorsque le bruit sur le système est trop faible.
La piste explorée par cette thèse se classe parmi les méthodes de Monte Carlo
puisque les approches proposées s’appuient sur la génération d’un grand nombre
de variables aléatoires. Cependant, elles diffèrent des filtres particulaires en plu-
sieurs points.
La loi de probabilité du filtre optimal est supposée admettreune densité que l’on
cherche à estimer, alors que l’approche usuelle par filtres particulaires estime la
mesure associée au filtre optimal. Certes les filtres particulaires régularisés ([104])
fournissent une estimation de la densité mais qui est basée sur une approximation
par la mesure empirique de la loi du filtre optimal. Ce principe de régularisation
est notamment recommandé pour des problèmes de filtrage mal posés (i.e. rapport
signal sur bruit trop petit ou trop grand, cf. Del Moral & Miclo [34]).
La différence fondamentale avec les filtres particulaires réside dans le rôle joué
par la densité associée au bruit sur le modèle d’observation. En effet, la mise en
pratique des filtres particulaires requiert un bruit additif sur le modèle d’observa-
tion : ainsi peut-on évaluer la vraisemblance d’une particule et bâtir une mesure
empirique. Ces méthodes particulaires sont alors défaillantes si les observations
sont faiblement bruitées et deviennent impraticables si les observations ne sont
pas bruitées. Pour nos approches, des systèmes de particules complets, c’est-à-
dire des états et des observations, sont générés pour construire les filtres. Le pro-
blème de filtrage peut alors se traiter comme un problème classique de régression.
L’avantage principal est de s’autoriser ainsi à filtrer des systèmes dynamiques plus
généraux : la faiblesse du bruit sur le système ne dégrade pasla qualité, bien au
contraire, et il n’est pas nécessaire de connaître la forme analytique de la vraisem-
blance des observations. Les systèmes dynamiques, dotés debruits non additifs,
ne posent ainsi aucune difficulté, tant sur plan pratique quethéorique.
Plus précisément, nos filtres sont basés sur une technique d’estimation fonction-
nelle par noyaux de convolution. Depuis un certain nombre d’années, ces outils
sont utilisés au Laboratoire d’Analyse des Systèmes et Biométrie, de l’INRA à
Montpellier,pour l’étude de systèmes dynamiques incertains, pour leur identifica-
tion Hilgert & al. ([76]) ou pour leur contrôle Hilgert([75]), Wagner ([127]).

Ce mémoire se divise en quatre grandes parties. Les trois premières consti-
tuent la thèse proprement dite et la quatrième regroupe les annexes.

La première, propose un état de l’art dans le domaine du filtrage. Les ap-
proches usuelles sont rapidement présentées dans le premier chapitre, notamment,
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les filtres de Kalman et ses dérivés, les approches issues de réseaux de neurones
et les méthodes de type Monte Carlo.
Le second chapitre est l’occasion de présenter, plus en détail, les filtres les plus
courants dont le filtre de Kalman, le FKE, ainsi que les filtresparticulaires. La
partie se rapportant aux filtres particulaires est la plus détaillée puisque notre ap-
proche se classe parmi les méthodes de Monte Carlo. De plus, les résultats de
convergence vers le filtre optimal des filtres particulairesles positionnent comme
références, en théorie du filtrage non linéaire.

La seconde partie rassemble les développements méthodologiques originaux
de ce mémoire, pour les problèmes de filtrage non linéaire. Nous présentons tout
d’abord, au troisième chapitre, différentes techniques pour estimer la densité du
filtre optimal ainsi que les résultats théoriques obtenus.
Comme souvent, en pratique, le filtrage consiste à fournir une estimation de la va-
leur de l’état, et non une densité, nous étudions cet aspect du filtrage au quatrième
chapitre. En particulier, nous proposons des techniques d’estimation de l’espé-
rance conditionnelle et du mode conditionnel de l’état. L’étude théorique de ces
estimateurs est aussi réalisée.
De plus, il est assez courant que les systèmes dynamiques rencontrés en pratique
ne soient pas parfaitement connus. Généralement, cette méconnaissance s’ex-
prime sous forme de paramètres inconnus, qu’il est alors important de pouvoir
estimer. Le cinquième chapitre porte sur ce délicat problème. Deux types d’ap-
proches sont étudiées : une par optimisation d’une fonction, de vraisemblance ou
de somme de carrés conditionnels, l’autre par des techniques bayésiennes.
Précédemment, il a été mentionné que les problèmes de filtrage sont souvent au
coeur d’une procédure de contrôle d’un système dynamique. Dans cette optique, le
cas de l’introduction d’une variable de commande dans le système dynamique est
envisagé au sixième chapitre. Nous proposons seulement uneperspective d’adap-
tation de nos approches, à la commande de systèmes dynamiques. Aucune étude
théorique n’est réalisée pour ce contexte.
Enfin, la parenté de nos approches avec les filtres particulaires étant assez forte,
nous éclaircissons ce point lors du septième chapitre qui clôt la seconde partie.

La troisième partie de la thèse est consacrée aux applications. En premier lieu,
dans le huitième chapitre, nos procédures de filtrage sont comparées à celles cou-
ramment rencontrées dans la littérature sur différents systèmes dynamiques ar-
tificiels. Il ressort que les performances de nos filtres, malgré leurs hypothèses
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d’utilisation plus faibles, sont tout à fait comparables à celles des filtres particu-
laires usuels. Le cas des systèmes dynamiques, avec des paramètres inconnus à
estimer, y est aussi considéré. L’approche bayésienne semble très prometteuse, au
regard des exemples considérés.
Le neuvième chapitre est entièrement dédié à l’applicationcentrale de cette thèse,
l’étude d’un bio-réacteur de retraitement d’eaux usées. Laprincipale difficulté est
liée aux nombreuses incertitudes sur le système dynamique modélisant ce biopro-
cédé. De plus s’ajoute, pour le traitement des données expérimentales, le problème
de la fiabilité des capteurs.
Une présentation détaillée du bio-réacteur de retraitement d’eaux usées est donnée
en annexe.
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Etat de l’art





Chapitre 1

Un point sur le filtrage non linéaire
en temps discret

1.1 Problématique

Le thème central de ce mémoire est le filtrage non linéaire en temps discret.
Les premiers travaux relatifs à ce domaine sont dus aux ingénieurs. Il existe en
effet, de nombreux problèmes pratiques qui relèvent de cette théorie. Notamment,
toutes les situations pour lesquelles il est difficile, voire impossible, pour des rai-
sons physiques ou financières, de mesurer l’état d’un système et où il faut alors se
contenter de mesurer des quantités auxiliaires. Souvent lefiltrage est utilisé à des
fins de contrôle dans le but de faire évoluer l’état du systèmenon observé dans le
sens que l’on désire.
Parmi les nombreux exemples, citons un type de bioprocédés qui nous intéresse
plus particulièrement, la dépollution biologique : les variables d’états du sys-
tème sont les concentrations des polluants (substrats) et des bactéries (biomasses)
contenus dans un bioréacteur. Il est impossible de les mesurer sans stopper le bio-
réacteur. Les variables observées sont par exemple des débits de gaz en sortie du
bioréacteur. Le contrôle s’effectue ici sur le débit d’entrée du fluide pollué dans le
réacteur, de manière à maintenir la qualité de l’effluent de sortie à un seuil donné
et ceci quelles que soient les variations de la charge polluante en entrée. Cette opé-
ration est continue dans le temps, mais comme il est souvent d’usage en pratique,
le système est discrétisé puisque les mesures ne s’effectuent qu’à intervalles de
temps réguliers.
Plus généralement, tous les phénomènes physiques, chimiques ou biologiques
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pouvant être modélisés par un système de la forme (1.1) relèvent de la théorie
du filtrage en temps discret.

{
xt = ft(xt−1, εt)

yt = ht(xt, ηt)
(1.1)

Description des variables :
-lesxt ∈ IRd sont les variables d’état
-lesyt ∈ IRq sont les variables observées
-lesεt sont les bruits du modèle d’état
-lesηt sont les bruits du modèle d’observation
Les bruits sont indépendants des autres variables, ils servent à modéliser les aléas
du système. Comme il a été expliqué précédemment, l’objet dutravail est d’esti-
mer les densités conditionnelles des variables d’états nonobservées,xt, connais-
santy1, · · · , yt les valeurs des variables observées jusqu’à l’instantt. Le problème
ne se ramène pas simplement à une inversion des fonctionsht car d’une part, elles
ne sont pas toujours injectives et d’autre part, le bruitηt engendre de l’incertitude.
Le fait de considérer toutes les observations du passé permet de mieux prendre
en compte l’effet du bruit sur le signal, ce qui idéalement permet d’aboutir à une
estimation dext qui soit la plus vraisemblable étant donné les observations.

1.2 Solution théorique

La solution théorique du problème constitue le filtre optimal : la loi condi-
tionnelle de l’étatxt sachant toutes les observations jusqu’à l’instantt, y1, . . . , yt.
Mais en pratique, il est souvent intéressant d’estimer la valeur de l’étatxt plu-
tôt que toute la loi conditionnelle. L’estimation de l’étatdépend alors du critère
choisi. Par exemple, pour le critère classique de l’erreur quadratique moyenne
l’estimation optimale est l’espérance dext connaissant(yt, · · · , y1) :

IE[xt|y1, · · · , yt]

Dans de nombreux cas, il est suffisant d’estimer seulement l’état. Mais pour les
cas plus complexes, où la loi de(xt|y1, · · · , yt) est multimodale, il est préférable
d’estimer la loip(xt|y1, · · · , yt) elle-même. Cependant, la plupart du temps, il
faut se contenter d’estimer seulement la moyenne, la variance ou de localiser les
modes.
Bien entendu, excepté pour quelques cas particuliers développés par la suite, il est
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très difficile voire impossible, de déterminer le filtre optimal de manière exacte.
De nombreuses méthodes d’approximation de ce filtre utilisant différents outils
mathématiques ont émergé. Quelques unes sont évoquées dansles paragraphes
suivants.

1.3 Solutions actuellement proposées

1.3.1 Filtre de Kalman

Dans le cas où les fonctionsf eth sont linéaires et les bruits blancs gaussiens,
le problème a été résolu par Kalman[84] en 1960. Il a construit un algorithme
itératif, appelé filtre de Kalman, qui à chaque instantt fournit un x̂t minimisant
l’erreur quadratique moyenne.
L’utilisation de cette méthode s’est donc généralisée, du fait de sa simplicité de
mise en oeuvre, de sa très bonne performance et du faible coûten temps de calcul.
De plus, en supprimant l’hypothèse de bruit gaussien, tout en restant dans le cadre
du système dynamique linéaire, le filtre de Kalman fournit encore l’estimation
linéaire de variance minimale de l’état du système, c’est-à-dire, une estimation
sous-optimale deIE[xt|y1, · · · , yt]. Cette robustesse du filtre de Kalman, par rap-
port à la nature du bruit, est la principale raison de la généralisation de son emploi
en pratique.

Cependant, quelques inconvénients demeurent. Il est nécessaire de connaître
les variances des bruits blancs et des informations surx0 pour assurer une bonne
initialisation du filtre, car celle-ci joue un rôle important dans la convergence du
filtre quand l’état initial n’est qu’approché.
Lorsque ces quantités sont totalement ou partiellement inconnues, il est encore
possible de les estimer en cours de filtrage. Dans ([21]) on trouvera quelques ar-
ticles relatifs à ces problèmes. Mais il ne subsiste alors aucun résultat théorique.
Il ressort de la pratique de ces méthodes que la convergence est souvent liée à la
stabilité du système.

1.3.2 Filtre de Kalman étendu

Dans le cas général où les fonctionsft etht sont non linéaires, l’approche clas-
sique de Kalman ne peut plus s’appliquer telle quelle. Commele filtre de Kalman
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est optimal pour les systèmes linéaires, il est naturel de linéariser à chaque pas de
temps le système (1.1) pour se ramener à un contexte où l’on peut l’utiliser. Cette
démarche donne globalement de bons résultats. Elle est doncdevenue la méthode
la plus couramment utilisée dans la pratique. Dans la littérature, très riche sur ce
sujet, elle est connue sous le nom de filtre de Kalman étendu, souvent notée FKE.
Quelques résultats fondamentaux sont présentés dans [94] ou [72]. Pour des va-
riantes du FKE, on peut se référer à [21].
Pour utiliser le filtre de Kalman étendu, il est donc nécessaire de rajouter l’hypo-
thèse de dérivabilité sur les fonctionsft etht du système (1.1).
Le premier problème soulevé par cette démarche est le choix du point en lequel
s’effectue, à chaque pas de temps, la linéarisation, ce que l’on nomme techni-
quement la trajectoire nominale. En général ce point correspond à l’estimation
obtenue au pas de temps précédent.
En pratique, c’est l’unique procédé utilisé par les ingénieurs pour les problèmes
non linéaires. Il est rapide et donne de bons résultats pour beaucoup de systèmes.
Cependant, s’il y a de fortes non-linéarités ou s’il est mal initialisé, il est mis en
défaut. De plus, l’utilisation du filtre de Kalman étendu n’est justifié théorique-
ment que pour certains cas particuliers ([108]).

1.3.3 Filtre de Kalman étendu dual

Il existe aussi des méthodes développées à partir du filtre deKalman étendu
pour le cas où les fonctionsft et ht du modèle dynamique dépendent de para-
mètres inconnus. Les approches naïves consistant à rajouter les paramètres incon-
nus comme variables d’états du système entraînent généralement la divergence du
filtre. Une autre approche consiste à coupler deux filtres de Kalman étendus, l’un
estimant l’état du système et l’autre les paramètres. Cetteméthode donne de bons
résultats dans des domaines d’application très variés ; pour plus de détails on peut
se référer aux travaux de Wan([72],[128]). Bien entendu, comme pour toutes les
généralisations du filtre de Kalman, il n’y a pas de résultatsthéoriques assurant la
convergence vers le filtre optimal. Cependant, sous les hypothèses de bruits gaus-
siens, la phase d’estimation des paramètres revient à maximiser une fonction de
vraisemblance conditionnelle marginale de l’état du système. L’estimation peut
être alors considérée comme de type maximum de vraisemblance, justifiant ainsi
cette approche.
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De nombreuses méthodes ont été développées pour concurrencer le filtre de
Kalman étendu et ses variantes, sur lesquelles on ne s’étendra pas (cf. Chen[21]).
A présent, donnons quelques précisions sur les alternatives à Kalman : les filtres
particulaires et les filtres à réseaux de neurones, qui sont àla base de notre ap-
proche.

1.3.4 Approches par les méthodes de Monte Carlo

Un des objectifs courants du filtrage est la détermination des premiers mo-
ments ou des modes de la distribution conditionnellep(xt|y1, · · · , yt). La méthode
de Monte Carlo pondérée fut l’une des premières méthodes de Monte Carlo uti-
lisées à cet effet. Ces méthodes basées sur des simulations de grandes quantités
de variables aléatoires, fournissent une estimation de la mesure associée au filtre
optimal. Leur utilisation est justifiée par la loi forte des grands nombres.
Les premiers articles relatifs à ce sujet sont assez anciens, ils datent des années
70(Akashi & al.[3], Handschin[71]). Cependant les ordinateurs de l’époque étant
relativement peu puissants, la recherche sur ce thème n’a commencé à se déve-
lopper qu’à partir des années 80 ([26],[87],[43]). Les performances actuelles des
microprocesseurs ont favorisé le développement de nombreuses approches dont la
plupart sont rassemblées dans Doucet & al.([56]).

Nous ne donnons ici qu’une description sommaire des différentes méthodes
introduites. Pour plus de détails sur ces méthodes et leurs évolutions, on peut se
référer à Oudjane([104]) ou Doucet([59]).

Filtres de Monte Carlo Pondérés

L’idée de la méthode est d’approcher par simulation la loi conditionnelle con-
jointe des états. Elle consiste à faire évoluerN trajectoires indépendantes sui-
vant la loi du processus d’état et à les pondérer à chaque instant suivant leurs
vraisemblances par rapport à l’observation courante. On entire ainsi une distri-
bution conditionnelle empirique de l’état. La loi forte desgrands nombres, per-
met de caractériser l’erreur commise par rapport à la vraie loi conditionnelle, elle
est d’ordreO(1/

√
N). Cependant en pratique, cet algorithme n’est pas satisfai-

sant car on observe une dégénérescence des pondérations dans le temps : toute la
masse se regroupe sur une seule particule, entraînant ainsila divergence du filtre.
Des variantes à mémoire limitée ont permis de supprimer ce problème. Un résultat
de convergence uniforme vers le filtre optimal a été démontrépar Del Moral[39]
sous des conditions d’ergodicité du modèle. Il existe aussides variantes à oubli
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exponentiel avec des résultats de convergence uniforme sous des conditions plus
fortes. Cependant, hors du cadre de leurs hypothèses, ces variantes ne permettent
pas d’améliorer les performances du filtre de Monte Carlo pondéré. Ces méthodes
ont donc été abandonnées avec l’apparition d’un nouvel outil, les filtres particu-
laires avec interactions. Ces filtres améliorent l’exploration de l’espace par les
particules et ralentissent la dégénérescence des poids en les réinitialisant réguliè-
rement. Ces filtres sont présentés brièvement dans la section suivante.

Filtres Particulaires avec interaction

Les filtres particulaires avec interactions, constituent la dernière génération
des filtres de Monte Carlo. Ils ont été introduits simultanément par Gordon &
al.([68]), Kitagawa([88]) et Del Moral & al.([34]) dans le milieu des années 90.
La particularité de ces filtres, réside dans le fait que les particules simulées n’évo-
luent pas indépendamment les unes des autres. En effet, les particules les plus
vraisemblables au regard des observations se voient attribuer les poids les plus
forts, elles sont donc multipliées en conséquence aux dépens des particules peu
vraisemblables. De ce fait, le système de particules se concentre dans les régions
intéressantes de l’espace d’état. L’exploration de l’espace est ainsi orientée par
les observations. Des résultats de convergence vers le filtre optimal sont obtenus
sous des hypothèses assez fortes. Les tentatives visant à affaiblir les hypothèses
n’ont pas permis d’obtenir un filtre efficace en temps long. Deplus, lorsque le
bruit d’état est faible ou nul, les ré-échantillonnages successifs appauvrissent le
système des particules ce qui entraîne encore une dégénérescence des particules.
Certaines théories heuristiques de bruitage artificiel desparticules ont été déve-
loppées mais aucune méthode systématique n’a émergé.

1.3.5 Approches par réseaux de neurones

De nombreux auteurs ont cherché à utiliser cet outil à des finsde filtrage ou
contrôle de systèmes non linéaires. De façon générale, il a été démontré ([25],[79])
que les réseaux de neurones à couches possèdent des propriétés d’approximateurs
universels : toute fonction régulière à valeurs dans un compact, peut être appro-
chée à un degré de précision fixé par un réseau de neurones de type perceptron
multi-couches.
Cependant, l’usage des réseaux de neurones soulève trois problèmes majeurs : le
choix de l’architecture, le nombre de neurones et l’optimisation des poids du ré-
seau. Pour les deux premiers problèmes, des critères classiques de sélection de
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modèles peuvent être utilisés ; pour plus de détails on pourra se référer à [125].
Quant au troisième, les algorithmes de minimisation de typegradient et les mé-
thodes quasi-Newton sont conseillés, mais ils nécessitentde gros temps de calcul.
Ceci a causé la disgrâce des réseaux de neurones avant la montée en puissance des
microprocesseurs.
L’article d’Haykin [73] rassemble et compare les derniers résultats intéressants
obtenus en filtrage avec différents types de réseaux de neurones : perceptrons
multi-couches, réseaux récurrents et réseaux à bases radiales. Nous donnons ci-
dessous, quelques précisions sur l’utilisation de ces différents types de réseaux
pour le filtrage non linéaire.

Réseaux de type perceptron

Les perceptrons sont les premiers réseaux de neurones apparus : ils sont consti-
tués d’une ou plusieurs couches cachées contenant chacune un certain nombre de
neurones. Les flux entrants dans les neurones de la première couche cachée sont
des combinaisons linéaires des entrées du réseau. En appliquant à chaque neurone
une fonction de transfert de type sigmoïdal sur les flux entrants, nous obtenons les
flux sortants. L’opération se répète ainsi d’une couche cachée à l’autre.
L’idée d’utiliser un réseau comme filtre fut logiquement mise en avant, notam-
ment par Parisini et Zoppoli [105]. Ils utilisent pour l’apprentissage du réseau une
fonction de coût différente à chaque itération, basée sur laconnaissance du modèle
et des observations. Pour déterminerx̂t le filtre doit prendre en comptey1, · · · , yt.
Le réseau doit donc avoir une entrée de plus à chaque itération. Ceci conduit à un
réseau différent avec plus de paramètres à estimer, à chaqueitération. Ce procédé
n’est donc pas adapté au filtrage en ligne.
Parisini et Zoppoli ont contourné le problème (cf. [4]) en considérant un filtre
à mémoire tronquée. Le réseau garde alors la même structure,d’une itération à
l’autre. Ils ont proposé deux méthodes d’apprentissage du réseau, une en cours de
filtrage et l’autre non. Les résultats expérimentaux obtenus sont souvent meilleurs
que ceux obtenus par le filtre de Kalman étendu, mais il n’y a pas de résultats
théoriques.

Réseaux récurrents

Réduit à l’estimation d’état, le filtre optimal est l’espérance de l’état connais-
sant toutes les observations passées. Plutôt que de l’approximer en restreignant la
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mémoire, il est possible d’utiliser une structure récurrente qui fera par conséquent
intervenir toutes les observations du passé. C’est ce qui est fait par Lo[99]. Les
réseaux qu’il utilise n’ont qu’une couche cachée mais le fluxsortant des neurones
au temps(t − 1) est ré-injecté dans le flux entrant des neurones au tempst. Lo
a démontré qu’il est possible d’approcher, à une précision fixée, le filtre optimal
par un réseau de neurones récurrent, en faisant tendre simultanément l’ensemble
d’apprentissage et le nombre de neurones vers l’infini. Pourl’apprentissage des
réseaux récurrents, il utilise les méthodes développées dans [130] et [107]. En pra-
tique, cela soulève plusieurs problèmes : comme toujours lechoix du nombre de
neurones, mais aussi et surtout celui des données pour l’apprentissage, puisqu’en
filtrage l’observation de l’étatxt du système est a priori difficile ou impossible.
Cependant, sur les exemples évoqués dans [99], ces réseaux de neurones récur-
rents donnent de meilleurs résultats que le filtre de Kalman étendu, et ce, pour des
réseaux à peu de neurones, mais avec un très gros ensemble d’apprentissage.

Réseaux à bases radiales

Une autre famille de réseaux est aussi utilisée à des fins de filtrage, les ré-
seaux à bases radiales. La particularité de ces réseaux est que chaque neurone de
la couche cachée est caractérisé par un noyau, fonction à base radiale. Le flux
entrant dans un neurone est formé des entrées du réseau. Le flux sortant est la
valeur de l’application du noyau sur le flux entrant. La sortie du réseau est une
combinaison linéaire de tous les flux sortants. Les paramètres à estimer sont donc
les centres des noyaux ainsi que leurs dispersions et les coefficients de la combi-
naison linéaire. L’ouvrage de Yee [133] donne une idée du champ d’application
de ces réseaux ainsi que de leurs bonnes propriétés théoriques. En effet, ils sont
asymptotiquement équivalents aux estimateurs à noyau du type Nadaraya-Watson.
La démonstration faite dans [133] est basée sur les travaux de Xu [132].
Pour utiliser ces réseaux de façon pratique en filtrage, il faut aussi tronquer la
mémoire du filtre, de façon à bénéficier de la même structure deréseau à chaque
itération, car le nombre d’entrées est alors constant. Dansses travaux [133], Yee,
compare les performances des réseaux à bases radiales avec celles du filtre de
Kalman étendu et des réseaux récurrents de Lo. Les résultatsqu’il obtient sont
intéressants puisque sur les exemples traités le réseau à bases radiales se com-
porte mieux que le filtre de Kalman étendu et presque aussi bien que le réseau
récurrent. De plus, la taille de l’échantillon d’apprentissage utilisé par Yee est ac-
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ceptable(N = 800) en comparaison de celle de Lo(N = 200000), mais il n’a
pas de résultats théoriques.

1.4 Objectifs et pistes explorées

L’objectif principal est la mise en place d’une méthode de filtrage, en temps
réel, basée sur la connaissance du système dynamique et de données observées
y1, · · · , yt.

Dans un premier temps, la construction d’un filtre à l’aide deréseaux de neu-
rones a été envisagée. Les procédures mises en place par Lo([99]) et Yee([133]),
n’utilisent pas les fonctionsft etht (qui caractérisent le modèle) ni les propriétés
statistiques des bruits, mais nécessitent des échantillons {(xi, yi), i = 1, · · · , t}
de données de taille assez grande, voire très grande pour Lo,ce qui n’est pas réa-
liste dans de nombreuses situations. L’approche de Parisini et Zoppoli ([105]) est
différente. Ils supposent connaître uniquement les fonctionsft etht, et cherchent
un réseau de neurones de type perceptron minimisant une fonction de coût. Ce-
pendant ils n’ont aucune garantie qu’un tel réseau soit voisin du filtre optimal.
Cette approche utilisant des hypothèses en adéquation avecnotre objectif, une
technique similaire a donc été envisagée. Les résultats obtenus avec les réseaux
de neurones, qu’ils soient de type récurrent ou perceptron,furent toujours bien
inférieurs à ceux obtenus par Lo([99]) ou Yee([133]). Par conséquent, les investi-
gations dans cette direction n’ont pas été poursuivies.

Ce travail de prospection dans l’univers des réseaux de neurones, s’il n’a pas
abouti à la construction d’un réseau capable d’estimer le filtre optimal, nous a
permis, en revanche, d’approfondir nos connaissances sur les réseaux de neurones
à bases radiales. La manipulation de ces derniers nous a amenés à concevoir le
principe des filtres présentés dans cette thèse.
Les réseaux à bases radiales récupèrent les bonnes propriétés de l’estimateur à
noyau de Nadaraya-Watson mais, comme pour tous les réseaux de neurones, ils
nécessitent une phase d’apprentissage. Or, on souhaite obtenir un filtre unique-
ment à partir du système (1.1), sans base de données d’apprentissage. Un moyen
naturel de régler le problème est de générer des données à partir du système (1.1)
et de procéder ensuite à l’apprentissage. Mais il demeure alors une autre diffi-
culté, l’apprentissage d’un réseau de neurones est généralement lourd en terme de
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temps de calcul. Ainsi, pour notre approche du filtrage par réseau à base radiale,
les données simulées ne servent pas pour effectuer l’apprentissage, mais sont uti-
lisées comme paramètres du réseau : pour fixer les centres desfonctions de base
de chaque neurone. L’avantage de cette méthode est de dispenser de toute opti-
misation de paramètres et du coup de s’autoriser à filtrer en ligne . Bien entendu,
pour obtenir des résultats théoriques, il est nécessaire desimuler un grand nombre
de données et de connaître la nature statistique exacte des bruits du système dy-
namique.
Cette démarche fournit une estimation consistante deIE[xt|y1, · · · , yt] à l’aide
d’une fonction de la forme d’un réseau à bases radiales. La généralisation de ce
principe, nous a permis de construire plusieurs filtres pourestimerp(xt|y1, . . . , yt).
La mise en place de tels filtres relève de deux domaines statistiques : les filtres de
Monte Carlo et l’estimation de densité par la méthode du noyau de convolution.
En pratique, des particules sont générées de manière semblable à celle des filtres
de type Monte Carlo, sauf qu’une particule n’est pas seulement une succession,
au cours du temps, d’états̃xt mais une succession, au cours du temps, de couples
états-observations(x̃t, ỹt). De plus, aucune pondération n’est directement affectée
à ces couples de particules qui constituent un maillage naturel de l’espace. Pour
obtenir les estimations deIE[xt|y1, · · · , yt] ou dep(xt|y1, · · · , yt) il suffit d’appli-
quer un noyau de convolution sur les variables observéesy1, · · · , yt par rapport
à ce maillage. Cette approche connaît bien sûr les mêmes problèmes que le filtre
de Monte Carlo pondéré : lorsque le tempst augmente, la dimension de l’espace
augmente aussi. Comme le nombre de particules ( ou le nombre de noeuds de la
maille ) est constant il est tout à fait possible qu’aucune des particules simulées
ne soit “proche” du véritable état, ce qui entraîne inévitablement la divergence
du filtre. Heureusement, certaines variantes, comparablesaux variantes des filtres
de Monte Carlo, permettent d’éviter cette situation délicate. L’étude de ces diffé-
rentes variantes, pour le filtre par noyau de convolution, ainsi que leurs propriétés
théoriques, la convergence vers le filtre optimal et sa vitesse, constitue la part
principale de l’apport méthodologique de cette thèse. Les autres aspects métho-
dologiques portent sur le problème de l’introduction, dansle système dynamique,
de paramètres inconnusθ à estimer.

Enfin, sur un plan pratique, l’objectif visé est l’application des techniques de
filtrage, développées durant cette thèse, au modèle d’un bioréacteur de retraite-
ment d’eaux usées.



Chapitre 2

Filtres usuels

La première partie de ce chapitre est bien sûr consacrée au filtre de Kalman
([84]), puisque cette méthode est la référence pour les systèmes dynamiques li-
néaires. Ce filtre sera utile par la suite pour évaluer les performances de nos diffé-
rentes approches.
Il est démontré qu’il est impossible d’avoir une solution dedimension finie ([19])
aux problèmes de filtrage non linéaire. Les méthodes développées pour résoudre
ces problèmes sont donc approximatives. Leurs qualités théoriques sont alors liées
à leur convergence asymptotique vers le filtre optimal.
Bien qu’il ne bénéficie pas de résultats théoriques, le filtrede Kalman étendu
(FKE) est couramment employé par les ingénieurs pour le traitement de systèmes
dynamiques non linéaires, ce qui en fait l’approche de référence pour ces sys-
tèmes. La seconde partie de ce chapitre lui est logiquement consacrée. L’objectif
de toute nouvelle méthode de filtrage non linéaire est donc d’avoir en pratique un
comportement supérieur à celui du FKE.
Le comportement imparfait du FKE a engendré un grand nombre de variantes plus
ou moins robustes. Tout comme le FKE, ces variantes ne reposent sur aucun ré-
sultat théorique. La littérature disponible sur ce sujet est très vaste, [83], [72] ou
[21] en fournissent un bon aperçu.

Les parties suivantes de ce chapitre sont consacrées aux filtres particulaires.
Bien que ces filtres ne soient pas encore très répandus chez les ingénieurs, leur
apport à la théorie du filtrage est incontestable. En effet, il n’existe pas d’autre
méthode dotée de résultats de convergence, utilisables en ligne. Cependant, le
comportement en pratique n’est pas toujours très bon. Les causes sont identi-
fiées et comme pour le FKE un certain nombre de variantes ont émergé. Leur
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comportement en pratique est sensiblement supérieur à celui des premiers filtres
particulaires. Ceci est en particulier vérifié pour les filtres bootstrap([67]), les
filtres particulaires avec interaction([39]) ou les filtresparticulaires régularisés
([104],[95],[102],[129],[81]) qui font l’objet des dernières parties du chapitre.

2.1 Filtre de Kalman

Soit le système linéaire suivant, cas particulier du système (1.1) :
{
xt = Ft−1xt−1 + ct−1 +Gt−1εt−1

yt = Htxt + dt + ηt

où :
- Ft, ct, Gt, Ht, dt sont des coefficients déterministes, à valeurs respectivement
dansIRd×d, IRd, IRd×k, IRq×d, IRq

- Les bruits blancsεt et ηt sont gaussiens, à valeurs respectivement dansIRk et
IRq, avecQt etRt comme matrices de covariances. De plus, ils sont mutuellement
indépendants et indépendants de l’état initial du systèmex0.
- x0 est gaussien de moyennēx0 et de covariancesQ0.

Le contexte du système linéaire avec des bruits additifs gaussiens permet de
construire le filtre optimal à chaque instant. En effet, le caractère linéaire conserve
la nature gaussienne du bruit, la distribution dext|y1, · · · , yt est donc gaussienne.
Il est ainsi facile de calculer̂xt = IE[xt|y1, · · · , yt], l’estimateur généralement uti-
lisé en pratique.̂xt et sa matrice de covariancesPt sont alors déterminées par les
équations récurrentes suivantes :

Conditions initiales du filtre
{
x̂0 = x̄0

P0 = Q0

Etape de prédiction
{
x̂−t = Ft−1x̂t−1 + ct−1

P−
t = Ft−1Pt−1F

′
t−1 +Gt−1Qt−1G

′
t−1

Etape de correction





x̂t = x̂−t +Kt[yt − (Htx̂
−
t + dt)]

Pt = [I −KnHt]P
−
t

Kt = P−
t H

′
t[HtP

−
t H

′
t +Rt]

−1
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Le termeKt est appelé gain de Kalman. Les suites des covariances{Pt} et
des gains{Kt} étant indépendantes des observations il est donc possible de les
pré-calculer, le temps de calcul durant le filtrage en sera diminué.

2.2 Filtre de Kalman étendu

A présent considérons un système dynamique non-linéaire, autre cas particu-
lier de (1.1) : {

xt+1 = ft(xt) + gt(xt)Wt

yt = ht(xt) + ηt

Les fonctionsft et ht sont supposées dérivables. On se ramène au contexte
précédent en linéarisant les équations du système. Pour cela, on se donne une
suite{x̄t} appelée trajectoire nominale. Puis on effectue les approximations :

ft(x) ' ft(x̄t) + ∇ft(x̄t)(x− x̄t)

gt(x) ' gt(x̄t)

ht(x) ' ht(x̄t) + ∇ht(x̄t)(x− x̄t)

Remarque : Pour le choix dēxt, il est préférable de prendre un estimateur de
xt, en général on utilisêxt, l’estimation obtenue à l’instantt.
A partir des approximations précédentes et en posant

Ft = ∇ft(x̄t)

ct = ft(x̄t) − Ftx̄t

Gt = gt(x̄t)

Ht = ∇ht(x̄t)

dt = ht(x̄t) −Htx̄t

nous obtenons une approximation du système non linéaire précédent par le sys-
tème linéaire suivant

{
xt+1 = Ftxt + ct +GtWt

yt = Htxt + dt + ηt

Il est maintenant possible d’appliquer le filtre de Kalman standard à ce sys-
tème linéaire.
C’est l’unique procédé utilisé en pratique par les ingénieurs pour les problèmes
non linéaires. Il est rapide et donne de bons résultats pour beaucoup de systèmes
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non linéaires. Cependant s’il y a de fortes non-linéarités ou s’il est mal initialisé,
il est mis en défaut. L’utilisation du filtre de Kalman étendun’est justifié théori-
quement que pour certains cas particuliers (Picard [108]).

2.3 Filtres de Monte Carlo classiques

Le principe de base des filtres de Monte Carlo est présenté dans cette partie.
Comme toute méthode de Monte Carlo, ces filtres s’appuient sur un grand nombre
de simulations. Dans le cas du filtrage, les quantités simulées sont des particules
émulant une trajectoire possible du système dynamique. C’est pourquoi les filtres
de Monte Carlo sont souvent appelés filtres particulaires. Une étude détaillée des
filtres particulaires simples et des filtres particulaires avec interaction est réalisée
dans Oudjane([104]), Del Moral & Miclo([34]), Del Moral([28]) ou encore Dou-
cet & al.([56]). Les résultats de convergence et de stabilité que nous évoquons,
dans la suite, y sont notamment démontrés.
Les filtres particulaires ou filtres de Monte Carlo sont baséssur les procédures
SIS :“Sequential Importance Sampling” (filtre particulaire simple) et SIS-R : “Se-
quential Importance Sampling-Resampling” (filtre particulaire avec interaction).
Un état de l’art des méthodes de filtrage basées sur ces deux procédures est réa-
lisé par Doucet([58]). Liu & Chen ([97]) effectuent le même travail de synthèse
de l’emploi de ces deux procédures mais dans le cadre d’une étude générale des
systèmes dynamiques.
Ces approches considèrent le problème du filtrage d’un pointde vue plus probabi-
liste. Dans cette optique, le filtre optimal est la loi de probabilité de l’étatxt condi-
tionnée par les observations, i.e.p(xt|y1, · · · , yt). Le problème est alors d’estimer
cette loi. A cette fin, des trajectoires d’état sont généréessuivant le système dyna-
mique, à partir desquelles une mesure empirique est construite en s’appuyant sur
les observationsy1, · · · , yt. Généralement, la loi forte des grands nombres assure
la convergence de cette mesure empirique vers la mesure associée àxt|y1, · · · , yt.
Le filtre de Monte Carlo pondéré est la première approche de Monte Carlo utilisée
pour le filtrage non linéaire. Dès les années 70, l’idée de faire évoluerN trajec-
toires indépendantes suivant le processus d’état et de les pondérer à chaque instant
t par leurs vraisemblances calculées pour l’observationyt, est exposée dans plu-
sieurs articles. Les capacités de calcul des ordinateurs étant alors très limitées, ces
approches ne furent pas développées.
A partir des années 80, l’évolution rapide de l’informatique a donné un regain
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d’intérêt à ces méthodes. En effet la convergence étant asymptotique, il faut gé-
nérer un grand nombre de trajectoires pour avoir une estimation de qualité. Ce-
pendant, les filtres de Monte Carlo pondérés ont montré quelques défaillances en
temps long. Par exemple, il est assez courant que, parmi toutes les trajectoires
simulées, une seule hérite de tout le poids attribué par la vraisemblance en l’ob-
servation. Cette dégénérescence des poids entraîne inévitablement la divergence
du filtre.
Toutefois l’étude de ce filtre est très intéressante car elleintroduit de manière
naturelle le principe de base des filtres particulaires. Cesfiltres de Monte Carlo
pondérés classiques ont été améliorés pour obtenir les filtres particulaires avec
interaction. Ces derniers diffèrent essentiellement, de leurs prédécesseurs, par la
nature de l’évolution des trajectoires. Elles n’évoluent plus indépendamment les
unes des autres, mais subissent une sélection : certaines sereproduisent et d’autres
meurent. L’esprit de cette approche s’apparente aux algorithmes génétiques (Cf.
Cerf[16], Del Moral & Miclo[35] ou Holland[77]) qui sont desprocédures d’op-
timisation calquées sur l’évolution des gènes lors de la sélection naturelle des
espèces.
Dans cette partie du chapitre, quelques uns des principaux filtres particulaires sont
détaillés. La présentation débute par les plus anciens, quisont d’ailleurs les plus
simples, et se termine par les plus récents, les filtres avec interaction.
Au préalable, pour simplifier la description de ces filtres, certaines notations sou-
vent employées par les auteurs de ce domaine seront introduites. La procédure
“Sequential Importance Sampling” ou, en français, “tirageséquentiel suivant une
fonction d’importance” étant le coeur de tous les filtres de Monte Carlo simples,
est rappelée en premier lieu.

2.3.1 Procédure “Sequential Importance Sampling” (SIS) ou“
Importance Sampling” (IS) pour le filtrage

La procédure “ Importance Sampling” est couramment utilisée pour amélio-
rer la qualité des estimations d’intégrales par les méthodes de Monte Carlo. La
démarche est naturelle. Elle consiste simplement à donner plus d’importance aux
points les plus cruciaux. Cette procédure souvent désignéepar “Bayesian Impor-
tance Sampling” dans la littérature, possède de bonnes propriétés théoriques puis-
qu’elle est asymptotiquement sans biais et vérifie le théorème central limite. La
procédure “Sequential Importance Sampling” est l’adaptation de l’“Importance
Sampling” (IS) au problème du filtrage.
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Avant d’exposer la procédure SIS, rappelons le principe du tirage suivant une
fonction d’importance (IS). Ainsi, l’ordre chronologiqued’introduction des dif-
férentes approches est respecté et l’introduction de SIS sera alors plus naturelle.
Pour une présentation plus détaillée de ces méthodes originelles, on pourra se re-
porter par exemple à Doucet([58] ou [59]). Les développements suivants en sont
largement inspirés.

Le tirage suivant une fonction d’importance est une des méthodes classiques
de Monte Carlo pour les chaînes de Markov cachées. Rappelonstout d’abord le
principe des procédures de Monte Carlo pour l’estimation d’espérance.
Le contexte d’application est tout à fait en adéquation avecnotre cadre de travail :
- Le signal non observé est un processus markovien(xt, t ∈ IN) de distribution
initiale π0 et de probabilité de transitionp(xt|xt−1) connue.
- Les observations(yt, t ∈ IN), sont indépendantes conditionnellement auxxt

avec comme distributionp(yt|xt) connue.

Soit f une fonction intégrable par rapport à la loip(x0:t|y0:t). Son espérance
est notée

I(f) = Ep(x0:t|y0:t)(f(x0:t)) =

∫
f(x0:t)p(x0:t|y0:t)dx0:t

Pour estimerI(f) par l’approche classique de Monte Carlo, il suffit de générerN

trajectoires̃xi
0:t, i = 1, . . . , N suivant la loip(x0:t|y0:t). Ces trajectoires permettent

alors de calculer une mesure empirique dep(x0:t|y0:t) :

p̂N(x0:t|y0:t) =
1

N

N∑

i=1

δx̃i
0:t

Il est alors possible d’estimerI(f) :

ĪN(f) =
1

N

N∑

i=1

f(x̃i
0:t)

et par la loi forte des grands nombres

lim
N→∞

ĪN(f) = I(f) ps.

Cette méthode d’estimation est tout à fait satisfaisante dupoint de vue théo-
rique. Elle bénéficie d’un théorème de limite centrale. Cependant un problème se
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pose en pratique. Dans la plupart des cas, il est impossible de générer des trajec-
toires suivantp(x0:t|y0:t) à chaque instantt, car la loi a posteriorip(x0:t|y0:t) est
connue à un coefficient de normalisation près.
Le tirage suivant une fonction d’importance (IS) est la solution alternative à ce
problème. Puisqu’il n’est pas possible de générer directement des trajectoires sui-
vant p(x0:t|y0:t), il suffit de les générer suivant une autre loiπimp(x0:t|y0:t), la
fonction d’importance. La seule contrainte pour le choix deπimp est :

p(x0:t|y0:t) > 0 ⇒ πimp(x0:t|y0:t) > 0.

Sous cette condition, l’espérance def s’écrit :

I(f) = Ep(x0:t|y0:t)(f(x0:t))

=

∫
f(x0:t)p(x0:t|y0:t)dx0:t

=

∫
f(x0:t)

p(x0:t|y0:t)

πimp(x0:t|y0:t)
πimp(x0:t|y0:t)dx0:t

=

∫
f(x0:t)

p(y0:t|x0:t)p(x0:t)

p(y0:t)πimp(x0:t|y0:t)
πimp(x0:t|y0:t)dx0:t

=
Eπimp

[f(.)w(.)]

Eπimp
w(.)

avecw(x0:t) = p(y0:t|x0:t)p(x0:t)/πimp(x0:t|y0:t).

Pour estimerI(f), il suffit de générerN trajectoires̃xi
0:t, i = 1, . . . , N suivant

la loi d’importanceπimp(x0:t|y0:t), de les pondérer à l’aide dew puis de normaliser
ces poids :

ÎN(f) =
1
N

∑N
i=1 f(x̃i

0:t)w
i

1
N

∑N
i=1w

i

=
∑N

i=1 f(x̃i
0:t)ŵ

i

avec pour les poids d’importance :

w̃i =
p(y0:t|x̃i

0:t)p(x̃
i
0:t)

πimp(x̃i
0:t|y0:t)

et ŵi = wi/

N∑

j=1

wj pouri = 1, . . . , N.
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L’estimation ÎN(f) de I(f), bien que biaisée, est, elle aussi, consistante par
la loi forte des grands nombres (Geweke[64]). Dans la littérature statistique, cette
procédure est généralement dénommée “Bayesian importancesampling”.

La procédure SIS est simplement la généralisation séquentielle de la procédure
IS présentée ci-dessus. La mise en oeuvre est simple, il fauttout d’abord choisir le
nombre de particulesN et la probabilité qui va jouer le rôle de la fonction d’im-
portance :πimp(x0:t|y0:t). Puis, il suffit d’appliquer l’algorithme suivant, d’après
Doucet[58] :

- Initialisation au tempst = 0

Génération deN particules̃xi
0 ∼ πimp(x0|y0), i = 1, · · · , N

Pondération des particuleswi
0 =

p(y0|x̃i
0)p(x̃

i
0)

πimp(x̃i
0|y0)

Normalisation des poids̃wi
0 =

wi
0∑N

j=1w
(j)
0

- Pour les instantst ≥ 1

Evolution desN particules̃xi
t ∼ πimp(x̃t|x̃i

0:t−1, y0:t)

où x̃i
0:t = (x̃i

0:t−1, x̃
i
t)

Pondération des particuleswi
t = wi

t−1

p(yt|x̃i
t)p(x̃

i
t|x̃i

t−1)

πimp(x̃
i
t|x̃i

0:t−1, y0:t)

Normalisation des poids̃wi
t =

wi
t∑N

j=1w
(j)
t

A chaque instantt, il est ainsi possible d’estimer la mesure de probabilitémt

des états sachant les observations,(x0:t|y0:t) :

mN
t =

N∑

i=1

w̃i
tδx̃i

0:t



2.3 Filtres de Monte Carlo classiques 35

Les filtres particulaires que nous présentons dans la suite,excepté les filtres avec
interaction, sont des cas particuliers de cet algorithme général. Le grand avantage
de cet algorithme est qu’il est parallélisable, donc un important gain de temps est
potentiellement envisageable. Les performances de ce filtre ne sont toutefois pas
très bonnes. En effet, la convergence en fonction du nombre de particulesN est
assez lente et dépend de l’instantt. Des précisions seront données lors des descrip-
tions des filtres particulaires. De plus en pratique, il diverge souvent et le choix de
la fonction d’importance est fondamental pour sa performance.

Remarque : Le problème du choix de la fonction d’importance a été étudiéde
manière à empêcher la divergence de l’algorithme : Doucet([58]) détaille le pro-
blème. La divergence de l’algorithme est la conséquence de l’annulation progres-
sive des poids de toutes les particules excepté d’une seule qui récupère tout le
poids de la mesure. Une première tentative pour empêcher cette divergence a
consisté à contrôler la variance des poids. Mais Kong & al. ([92]) ont montré
que la variance des poids ne peut que croître (stochastiquement) avec le temps.
La divergence de cet algorithme est donc inévitable. Toutefois, pour retarder la
divergence on peut choisir la fonction d’importance qui minimise la variance des
poids. Il faut alors prendre (cf. [59])πimp(xt|x̃i

0:t−1, y0:t) = p(xt|x̃i
t−1, yt). Cette

fonction d’importance n’est pas calculable analytiquement en général mais on
peut toujours l’approximer par des méthodes de Monte Carlo.Elle est notamment
utilisée dans ([43],[92]). L’étape de pondération de l’algorithme devient alors :
wi

t = wi
t−1p(yt|x̃i

t−1).

A présent, avant de décrire plus en détail les filtres particulaires usuels, intro-
duisons les notations souvent employées par les auteurs de ce domaine.

2.3.2 Notations et objets utilisés en théorie du filtrage particu-
laire

Dans cette partie, sont seulement évoqués, les objets mathématiques à la base
de cette approche. La présentation s’appuie sur le travail de Bartoli et Del Moral
([6]), auquel on peut se référer pour de plus amples détails.
Soit une suite de variables aléatoires,X = {Xn;n ∈ IN}, à valeurs dans un espace
mesurable(E, E).

Définition 2.3.1 (Noyau markovien) Une transition markovienne ou un noyau
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de Markov surE est une famille de probabilités

{Q(x, .) mesure de probabilité surE; x ∈ E}

indexée par les points deE, telle que pour toutA ∈ E , l’applicationx 7→ Q(x,A)

soit mesurable.

Transposons à la suiteX : pour toute valeurXn−1 = x, la probabilité de tran-
sitionQn(x, .) caractérise les transitions possibles de l’étatXn−1 vers un nouvel
étatXn :

Qn(x, dy) = P (Xn ∈ dy|Xn−1 = x)

oùdy voisinage infinitésimal dey ∈ E.

La définition suivante est importante, car l’hypothèse de mélangeance inter-
vient dans de nombreux résultats de convergence des filtres particulaires.

Définition 2.3.2 (Noyau mélangeant)Le noyau positifQ défini surE est dit mé-
langeant, s’il existe une constante0 < c ≤ 1 (constante de mélange) et une
mesure positive non nulleλ telles que

cλ(A) ≤ Q(x,A) ≤ 1

c
λ(A)

pour toutx ∈ E, et toutA ∈ E .

Définition 2.3.3 (Chaîne de Markov) Soit Ω = EIN = E × E × · · · , alors la
suiteX = {Xn;n ∈ IN} définie sur(Ω, E , Pµ) telle que

Pµ(X0 ∈ A0, . . . , Xn ∈ An)=

∫

x0∈A0

· · ·
∫

xn∈An

µ(dx0)Q1(x0, dx1) · · ·Qn(xn−1, dxn)

est une chaîne de Markov à valeurs dansE, de loi initiale µ et de transition
{Qn;n > 0}.
De plus, lorsque les transitions de probabilité ne dépendent pas den, la chaîne
de MarkovX est homogène.
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Formalisation du système dynamique

Soient(E, E) et (F,F) deux espaces mesurables. On suppose que le couple
signal-observation(X, Y ) = {(Xt, Yt); t ∈ IN} est une chaîne de Markov sur
E × F de loi initialeµ0 et de transition de probabilité{Mt; t ∈ IN∗}, toutes deux
définies par

µ0

(
d(x0, y0)

)
= g0(x0, y0)ν0(dx0)γ0(dy0)

Mt

(
(xt−1, yt−1), d(xt, yt)

)
= gt(xt, yt)Qt(xt−1, dxt)γt(dyt)

avec
-γt, respectivementνt, t ∈ IN une suite de mesures de probabilité surF , respecti-
vementE.
-gt, t ∈ IN, une suite de fonctions mesurables positives surE × F

-Qt, t ∈ IN∗, est un noyau markovien surE.

Plus précisément, le processus d’état du système dynamique, X = {Xt; t ∈ IN}
est une chaîne de Markov inhomogène avec{Qt; t ∈ IN∗} comme noyau de tran-
sition. c’est-à-dire :

P (Xt ∈ dx|Xt−1 = xt−1, . . . , X0 = x0) = P (Xt ∈ dx|Xt−1 = xt−1)

= Qt(xt−1, dx).

Si l’on noteX0:t = (X0, · · · , Xt) etν0:t sa distribution de probabilité alors on a

P (X0:t ∈ dx0:t) = ν0:t(dx0:t) = ν0(dx0)Q1(x0, dx1) · · ·Qt(xt−1, dxt)

La distribution des observationsYt conditionnellement à l’étatXt s’écrit alors

P (Yt ∈ dy|Xt = x) = gt(x, y)γt(dy)

Dans la suite pour simplifier les expressions on considère lafonction de vraisem-
blance marginale définie pour toutx ∈ E :

Ψt(x) = gt(x, Yt).

Les observations{Yt; t ∈ IN∗} étant indépendantes conditionnellement aux va-
riables d’état{Xt; t ∈ IN∗}, la distribution deY1:t = (Y1, · · · , Yt) conditionnée
parX1:t, s’écrit comme le produit des vraisemblances marginales :

P (Y1:t ∈ dy1:t|X1:t) =

t∏

i=1

Ψi(xi)γi(dyi)
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Le filtre optimal, i.e. la loi conditionnelle de l’étatXt sachant les observations
du passéY1:t, est noté

πt(dx) = P (Xt ∈ dx|Y1:t) t ∈ IN∗

avecπ0(= ν0) la distribution de l’état initialX0.

2.3.3 Distances utilisées pour évaluer les filtres

Diverses métriques sont considérées car le problème du contrôle de l’erreur
des filtres varie de l’une à l’autre. Oudjane([104]) en donneun développement
complet.
Les filtres particulaires fournissant une approximation dela mesure associée au
filtre optimal, il est nécessaire de considérer les distances sur les ensembles de me-
sures. Bien que certaines des distances évoquées soient définies sur des domaines
plus vastes, l’étude est restreinte àM(E), l’ensemble des mesures positives sur
l’ensembleE.

Définition 2.3.4 (Distance moyenne faible)

Df(µ, µ
′) = sup

‖φ‖=1

IE| < µ− µ′, φ > |

pour toutes mesuresµ, µ′ ∈ M(E), éventuellement aléatoires. Où la fonctionφ
est mesurable surE, normée à 1 et le produit scalaire< µ, φ >=

∫
φdµ.

Définition 2.3.5 (Variation totale)

‖µ− µ′‖ = 2 sup
A

|µ(A) − µ′(A)| pour toutes mesuresµ, µ′ ∈ M(E)

oùA est un borélien deE.

Définition 2.3.6 (Taux de contraction sous la variation totale) SoitQ un noy-
au markovien défini surE. Le taux de contraction deQ pour la variation totale
est

β(Q) = sup
µ,µ′∈M

‖Qµ−Qµ′‖
‖µ− µ′‖

Cette quantitéβ(Q) s’appelle aussi coefficient de Dobrushin est vérifieβ(Q) ∈
[0, 1] (cf. Bartoli & Del Moral [6]).
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Proposition 2.3.1 (contraction de l’erreur) Pour toutes mesures de probabilité
µ, µ′ ∈ M(E) et pour toute fonctionΨ positive et bornée surE alors

‖Qµ−Qµ′‖ ≤ β(Q)‖µ− µ′‖

‖Ψ · µ− Ψ · µ′‖ ≤ min{γ, γ′}‖µ− µ′‖

avec γ =
‖Ψ‖

< µ,Ψ >
et γ =

‖Ψ‖
< µ′,Ψ >

OùΨ · µ désigne le produit projectif entre la fonctionΨ et la mesureµ définit par

(Ψ · µ)(dx) =
Ψ(x)µ(dx)

< µ,Ψ >
=

Ψ(x)µ(dx)∫
Ψ(x)µ(dx)

Démonstration : Une démonstration de la première inégalité est proposée dans
Oudjane([104]) p40. Une démonstration de la seconde inégalité est obtenue par
Hürzeler([80]) p99-100.

Remarque : Sous les hypothèses de mélangeance de la définition 2.3.2, ona
β(Q) ≤ 1 − c (cf. Del Moral & al.[30] ou Del Moral[28]).

2.3.4 Filtre de Monte Carlo pondéré

Le filtre de Monte Carlo pondéré est un cas particulier de l’algorithme SIS
avec pour fonction d’importanceπimp = Qt. Ce choix est naturel, puisque les par-
ticules sont ainsi générées suivant la dynamique du système. De plus, la phase de
pondération de l’algorithme est simplifiée. Mais cette fonction d’importance a un
défaut : les particules sont générées sans prendre en compteles observationsy1:t.

La loi de l’état initial, supposée connue, est notéeπ0 : X0 ∼ π0. L’objectif est
encore d’estimer la mesureπt, le filtre optimalπt(dx) = P (Xt ∈ dx|y1, · · · , yt).

L’étape initiale consiste à générerN particules,(x̃1
0, · · · , x̃N

0 ) i.i.d. ∼ π0.
Avec cesN particules, on peut calculer une estimation deπ0 :

πN
0 =

N∑

i=1

ωi
0δx̃i

0
avec ωi

0 =
1

N
, i = 1, · · · , N
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A présent, il possible d’entamer la procédure récursive du filtre de Monte Carlo
pondéré. On la décrit pour un instantt > 0 quelconque :

(i) Evolution de chacune des particules suivant le noyau markovien : pour
chaquei on génèrẽxi

t ∼ Qt(x̃
i
t−1, .). On considère à présent la nouvelle particule

x̃i
0:t = (x̃i

0:t−1, x̃
i
t), qui est la concaténation de tous les états successifs de laiéme

trajectoire.

(ii) Correction des poids associés aux particules suivant leurs vraisemblances
respectives :

ωi
t =

Ψt(x̃
i
t)ω

i
t−1∑N

i=1 Ψt(x̃i
t)ω

i
t−1

On obtient ainsi les approximations

πN
0:t =

N∑

i=1

ωi
tδx̃i

0:t
et πN

t =

N∑

i=1

ωi
tδx̃i

t

Le schéma suivant synthétise bien les deux étapes de la procédure récursive :

πN
t =

N∑

i=1

ωi
tδx̃i

t

évolution−−−−→
Qt(.,.)

πN
t+1|t =

N∑

i=1

ωi
tδx̃i

t+1

correction−−−−−→
Ψt(.)

πN
t+1 =

N∑

i=1

ωi
t+1δx̃i

t+1

L’évolution du filtre d’un temps à l’autre est donc régie par l’opérateur linéaire
Rt = ΨtQt défini surM(E). Ainsi πt = Rt(πt−1) et en généralisant l’expression,
πt = Rt:1π0.

Avant de préciser les propriétés du filtre de Monte Carlo pondéré, il reste une
dernière notion à introduire : le coefficient de transport del’erreur. Ce coefficient
est souvent utilisé pour caractériser les majorants de l’erreur des filtres de Monte
Carlo.

Le coefficient de transport de l’erreur

γ̄t =
supx∈E Ψt(x)

< Qtπt−1,Ψt >

où le produit scalaire< Qtπt−1,Ψt >=
∫

E
Ψt(x)(Qtπt−1)(dx). Par extension, le

produitγ̄t · · · γ̄1 est noté̄γt:1.
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Ce coefficient caractérise l’apport de l’observation sur lamesure prédictive. Glo-
balement,̄γt est grand lorsque l’observationyt modifie sensiblement la prédiction
πt|t−1.

Propriétés du filtre de Monte Carlo pondéré

Une majoration de l’erreur selon la distance moyenne faiblede l’estimation de
π0:t, la loi de toute la trajectoire(X0, . . . , Xt|y1, . . . , yt), est obtenue en appliquant
la loi des grands nombres :

Théorème 2.3.1

sup
‖φ‖=1

IE
[
| < π0:t − πN

0:t, φ > ||Y1:t

]
≤ 2

γ̄t:1√
N

Démonstration : Voir ([104] p79)

Il existe d’autres résultats, de convergence, intéressants dans la littérature, par
exemple : Del Moral([41]) pour la première preuve en normeL2, Del Moral([38])
ou Del Moral & Miclo([34]) pour les normesLp, . . .

L’avantage de cette approche est que la qualité de l’approximation n’est pas liée
à la dimension de l’espace d’état ni à la nature des non linéarités du système. Il
suffit d’être capable de générer et de faire évoluer des particules. Le temps re-
quis pour cette tâche peut être plus ou moins important suivant la dimension ou la
complexité du système. Mais il reste toujours très raisonnable pour les ordinateurs
actuels.
Cependant, en pratique, cet algorithme fonctionne très mal: plus ou moins rapi-
dement, toute la masse se regroupe sur une seule particule, provoquant ainsi la
dégénérescence des pondérations. La conséquence directe est donc la divergence
du filtre. De plus, toutes les particules possédant des poidsquasi nuls continuent
à évoluer et donc à gaspiller du temps de calcul.
Ce problème s’explique bien d’un point de vue théorique ; la borne du théorème
2.3.1 peut croître très vite dans le temps pour un nombreN de particules fixé.
L’approximation n’est donc pas uniforme en temps.
Pour contourner cette difficulté, plusieurs variantes du filtre de Monte Carlo pon-
déré ont été introduites. La première consiste à limiter la mémoire du filtre. Ainsi
les particules ayant un poids quasi nul en début de filtrage nesont plus condam-
nées à garder un poids insignifiant à tous les instants successifs. Une autre va-
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riante, moins brutale, consiste à oublier progressivementle passé : plus une ob-
servation est ancienne, moins elle a d’influence sur les poids des particules. Ces
deux approches sont rapidement exposées dans les parties suivantes.

2.3.5 Filtre de Monte Carlo à mémoire limitée

L’idée est simple, on utilise uniquement lesT observations les plus récentes
pour estimer le filtre optimal. On s’intéresse alors à la loi dext|yt, · · · , yt−T . C’est
une idée assez ancienne, elle est apparue avec les extensions du filtre de Kalman
([83]) pour stabiliser le filtre lorsque le système est mal connu.
Le filtre limité auxT dernières observations se note

πt,T (dx) =

{
P [Xt ∈ dx|Y1:t] si t ≤ T

P [Xt ∈ dx|Yt−T :t] sinon

Le filtre de Monte Carlo à mémoire limitée àT observations se noteπN
t,T , il est

construit à l’aide de l’algorithme suivant :

L’initialisation est identique à celle du filtre de Monte Carlo à mémoire com-
plète :
Génération deN particules :

(x̃1
0, · · · , x̃N

0 ) i.i.d. ∼ π0

Calcul du filtre :

πN
0,T =

N∑

i=1

ωi
0δx̃i

0
avec ωi

0 =
1

N
, i = 1, · · · , N

(i) Evolution x̃i
t ∼ Qt(x̃

i
t−1, .).

(ii) Correction :

ωi
t =

Ψt(x̃
i
t)ω

i
t−1∑N

i=1 Ψt(x̃
i
t)ω

i
t−1

si t ≤ T, ωi
t =

Ψt(x̃i
t)

Ψt−T (x̃i
t−T )

ωi
t−1

∑N
i=1

Ψt(x̃i
t)

Ψt−T (x̃i
t−T )

ωi
t−1

sinon

ainsi on obtient

πN
t,T =

N∑

i=1

ωi
tδx̃i

t
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Propriétés du filtre de Monte Carlo à mémoire limitée

P. Del Moral a montré, sous des conditions d’ergodicité, un résultat de conver-
gence uniforme en temps du filtre de Monte Carlo à mémoire limitée vers le filtre
optimal. Le théorème suivant précise ce résultat.

Théorème 2.3.2On suppose le système homogène avec un bruit additif sur les
observations : à chaque instantt, le noyau de transitionQt = Q, la fonction
d’observationht = h et les bruitsVt sur les observations sont identiquement dis-
tribués. Supposons de plus que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

(i) Le noyau de transitionQ possède une unique mesure invarianteµ

telle que pour toute fonctionφ mesurable bornée surE (espace
des états), et toute mesure de probabilitéν surP(E),

limt→∞ | < Qtν − µ, φ > | = 0 et limt→∞ sup < µ,Φt >= 0

oùΦt(x) = | < Qtδx − µ, φ > | pour toutx ∈ E.

(ii) La fonction d’observationh est telle que
supt≥0 IE[h(Xt) − IE[h(Xt)]]

2 <∞, i.e.V ar(h(Xt)) <∞
Alors il existe une fonction croissanteT : IN → IN telle que

lim
N→∞

sup
t≥0

IE| < πN
t,T (N) − πt, φ > | = 0

Démonstration : La démonstration est l’objet de l’article (Del Moral [39]).

La limitation de la mémoire assure une plus grande stabilitéau filtre, mais en
dehors du cadre des hypothèses fortes du théorème, les performances demeurent
insuffisantes.

2.3.6 Filtre de Monte Carlo à oubli exponentiel

Comme pour le filtre à mémoire limitée, l’idée de réduire progressivement
l’influence des anciennes observations date des extensionsdu filtre de Kalman
([83]). Cette fois la mémoire du filtre n’est pas tronquée brutalement mais la part
des anciennes observations dans la vraisemblance est écrasée progressivement.
L’implémentation est tout à fait similaire à celle du filtre de Monte Carlo pondéré,
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excepté l’introduction du coefficient d’oubliα ∈ [0; 1] dans l’étape de correction :

(i) Evolution : x̃i
t ∼ Qt(x̃

i
t−1, .).

(ii) Correction :

ωi
t =

Ψt(x̃
i
t)(ω

i
t−1)

α

∑N
i=1 Ψt(x̃

i
t)(ω

i
t−1)

α
∀ i

ainsi on obtient

πα,N
t =

N∑

i=1

ωi
tδx̃i

t

De cette manière, plus le facteur d’oubliα est proche de un, moins la mé-
moire est écrasée. Réciproquement, plusα est proche de zéro, plus la mémoire est
écrasée.

Propriétés du filtre de Monte Carlo à oubli exponentiel

Tout d’abord nous donnons un résultat général pour,πα
t , le filtre à oubli ex-

ponentiel sans approximation particulaire. Il assure, sous de fortes conditions, la
convergence uniforme vers le filtre optimal lorsqueα → 1, c’est-à-dire lorsque la
mémoire augmente.

Théorème 2.3.3Si pour tout entiert ≥ 1 il existe

- Deux constantes0 < mt < Mt telles que pour tout̃x ∈ E :
mt ≤ Ψt(x̃) ≤Mt. Soitγ̃t = Mt/mt

- Une constante de mélangeεt ≥ ε > 0 et une mesure positiveλt

telles que pour tout̃x ∈ E : εtλt ≤ Qt(x̃, .) ≤ 1
εt
λt. (i.e. le

noyau de transition du système dynamique est mélangeant)

- Une constanteC > 0 telle queIE[log γ̃t] ≤ C

Alors pour tout facteur d’oubli0 ≤ α ≤ 1, on a

IE‖πα
t − πt‖ ≤ 2C(1 − α)

log(3)ε4
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Démonstration : La démonstration du théorème, basée sur des techniques hil-
bertiennes, repose fortement sur les hypothèses de mélangeet de vraisemblance
bornée strictement positive (voir [104] p87-88).

Pour l’approximation particulaire, le corollaire suivanten découle. Afin de ca-
ractériser la convergence en fonction du nombre de particules,α est défini comme
une fonction deN telle quelimN→∞ α(N) = 1.

Corollaire 2.3.3.1 Sous les mêmes hypothèses que celles du théorème précédent
on a

sup
‖φ‖=1

IE| < π
α(N),N
t − πt, φ > | ≤ 1√

logN

[ 4C

log(3)ε4
+ 8C

]
+

2

N1/4

avecα(N) = 1 − 1√
log N

Démonstration : Une démonstration est donnée dans [104] p88-90.

Comme pour le filtre à mémoire limitée le comportement n’est pas satisfaisant
lorsque le système dynamique ne vérifie pas les hypothèses duthéorème.
D’une manière générale, les filtres de Monte Carlo pondérés,à mémoire limitée ou
oubli progressif sont victimes du défaut de la fonction d’importanceπimp = Qt :
les particules sont générées à partir du système dynamique sans tenir compte des
observations. Il est donc peu probable qu’elles explorent la zone intéressante de
l’espace. Les filtres particulaires avec interaction ont donc été introduits afin de
régler ce problème.

2.4 Filtres avec interaction

La principale innovation des filtres avec interaction est que l’étape d’évolution
des particules va se faire en tenant compte des observations.
Dès 1993, Gordon & al. ([68]) proposent de prendre en compte les observations
lors de la phase d’évolution des particules, suivant la procédure SIR : “sampling
importance resampling”. Le filtre ainsi obtenu, nommé “bootstrap filter”, surpasse
largement le FKE. Le “bootstrap filter” rencontrant les mêmes défaillances que
les filtres de Monte Carlo, Gordon propose une version robustifiée empiriquement
([67]). Dans le même temps, Kitagawa([88]) proposa un “Monte Carlo filter” basé
aussi sur la procédure SIR. Les résultats obtenus sur diversexemples furent très
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encourageants et confirmèrent notamment la supériorité de cette approche sur le
FKE.
Cependant, pour tous les filtres évoqués ci-dessus, les particules ne sont plus gé-
nérées de manière indépendante. Il n’est plus possible d’utiliser directement la loi
forte des grands nombres pour obtenir des propriétés théoriques.
Mais parallèlement à ces travaux, Del Moral ([44],[43],[42]) proposa le filtre par-
ticulaire avec interaction, également basé sur le SIR, plusriche en résultats théo-
riques : pour l’étude de sa convergence on peut se référer à Del Moral([41]), Le-
Gland & Oudjane([95]), pour la démonstration du théorème central limite à Del
Moral & Guionnet ([36]) ou Del Moral & al. ([32]) et enfin pour l’étude des
grandes déviations à Del Moral & Guionnet ([37]). Del Moral a, de plus, réalisé
des extensions de ces travaux au cas où l’observation est en temps continu. Mais
ceux-ci sortent du cadre de cette thèse.
Pour une étude complète des méthodes particulaires, dans uncontexte plus large
que le filtrage, on peut consulter Del Moral([28]) ou Del Moral & Miclo([34]).

Avant de présenter le filtre particulaire avec interaction,il apparaît intéressant
de développer la procédure SIS-R qui, de par son caractère général, englobe la
plupart des filtres par interaction de la littérature.

2.4.1 Procédure SIS-R ou “Sampling Importance Resampling”
pour le filtrage

La mise en oeuvre est semblable au filtre SIS, mis à part l’ajout d’une étape
de “bootstrap” avant l’évolution vers l’instant suivant. Il faut à nouveau choisir le
nombre de particulesN et la loi de probabilité qui va jouer le rôle de la fonction
d’importance :πimp(x0:t|y0:t). On applique ensuite l’algorithme suivant :

- Initialisation au tempst = 0
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Génération deN particules̃xi
0 ∼ πimp(x0|y0), i = 1, · · · , N

Pondération des particuleswi
0 =

p(y0|x̃i
0)p(x̃

i
0)

πimp(x̃i
0|y0)

Normalisation des poids̃wi
0 =

wi
0∑N

j=1w
j
0

- Pour les instantst ≥ 1

- Etape SIS :

Evolution desN particules̃xi
t ∼ πimp(xt|x̃i

0:t−1, y0:t) et
x̃i

0:t = (x̃i
0:t−1, x̃

i
t)

Pondération des particuleswi
t = wi

t−1

p(yt|x̃i
t)p(x̃

i
t|x̃i

t−1)

πimp(x̃
i
t|x̃i

0:t−1, y0:t)

Normalisation des poids̃wi
t =

wi
t∑N

j=1w
j
t

Estimation de la mesure de probabilitémt de(x0:t|y0:t)

mN
t =

∑N
i=1 w̃

i
tδx̃i

0:t

- Etape Ré-échantillonnage :

Génération deN trajectoires̃xi
0:t ∼ mN

t

Cet algorithme réduit les problèmes de dégénérescence rencontrés par l’al-
gorithme SIS, mais en contrepartie, il soulève plusieurs problèmes. Du point de
vue pratique, les calculs ne sont plus parallélisables et, du point de vue théo-
rique, les particules générées ne sont plus indépendantes après l’étape de ré-
échantillonnage. Cependant Berzuini & al. ([13]) ont établi un théorème centrale
limite pour la procédure SIS-R lorsque l’étape de ré-échantillonnage est effectuée
à chaque instant.
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Remarques : Il existe de nombreuses variantes (Pitt & Shephard [109], Crisan
& al.[24]). Parfois, certaines n’effectuent pas systématiquement l’étape de ré-
échantillonnage car celle-ci cause une perte de diversité temporaire au sein des
particules.
Plusieurs travaux concernent le nombreN de particules à utiliser, par exemple
Doucet([58]), Liu et Chen([97]). En effet, l’étape de ré-échantillonnage permet
de changer le nombre de particules d’une étape à l’autre. Un critère indicateur du
niveau de dégénérescence, introduit par Kong & al.([92]) etLiu ([96]), permet de
le déterminer.

Le caractère sélectif de certaines étapes de l’algorithme SIS-R, rappelle le
principe des algorithmes de minimisation tels que les algorithmes génétiques ou
de recuit simulé. L’étude d’objets mathématiques plus généraux, comme les pro-
cessus d’évolution, permet de caractériser ce lien. Quelques précisions, sur ce
sujet, sont données dans la partie suivante.

2.4.2 Arbres généalogiques et processus d’evolution

Tout au long de ce mémoire, nous concentrons notre étude sur l’estimation
de l’état du système à l’instant courant. Cependant, comme nous l’évoquerons
par la suite, il est possible de s’intéresser à tous les étatsde l’instant initial jus-
qu’à l’instant présent, et ainsi considérer des trajectoires. Dans ce cadre, les par-
ticules deviennent des processus dont l’évolution est régie par un principe de mu-
tation/sélection. Le problème peut alors être formalisé par un arbre généalogique
représentant l’évolution ancestrale des particules. Cette formalisation est exposée
en détail par Del Moral([28, 29]). Son principal intérêt estde donner un cadre
théorique unifié à de nombreuses techniques d’estimation, souvent empiriques,
issues de domaines variés : physique biologie, mathématique,. . . La grande va-
riété des champs d’application provient du fait qu’une large gamme de problèmes
peut s’interpréter en terme de modèle d’évolution.
Sur le plan statistique, le mécanisme au coeur du processus d’évolution : muta-
tion/sélection, s’assimile à une technique de simulation de type acceptation/rejet,
voir Del Moral & Doucet[31]) pour une étude récente de cet aspect.
Pour plus de détails, sur tous les domaines d’application, la bibliographie et les
résultats asymptotiques de cette généralisation des approches particulaires aux
processus d’évolution, on peut consulter Del Moral([28]).
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Après cet aperçu du caractère général des approches particulaires, nous re-
tournons vers le problème particulier du filtrage non linéaire. Nous poursuivons la
présentation des filtres usuels, par le filtre particulaire avec interaction qui fut l’un
des premiers filtres avec ré-échantillonnage à avoir été proposé.

2.4.3 Filtre Particulaire avec interaction

Le filtre particulaire avec interaction introduit par Del Moral([44]) est aussi
un cas particulier de l’algorithme SIS-R avec, comme fonction d’importance,
πimp = Qt. C’est la même fonction d’importance que les filtres de MonteCarlo
classiques, mais sa spécificité est de faire interagir les particules entre elles lors
de l’étape d’évolution.
Cette famille de filtres est actuellement une des plus performantes en matière d’es-
timation de la mesure associée au filtre optimal. Comme nous l’avons expliqué
précédemment pour le cas général du filtre SIS-R, l’évolution des particules au
temps suivant est soumise à un critère de sélection : les particules les plus vrai-
semblables au regard des observations ont une forte probabilité d’évoluer et, bien
sûr, les moins vraisemblables risquent de disparaître. Afind’éviter que le nombre
de particules diminue, une particule peut ici avoir plusieurs descendants. C’est en
général le cas pour les plus vraisemblables. Ainsi au cours du temps, les particules
se positionnent naturellement dans la partie intéressantede l’espace.

Le phénomène de sélection décrit ci-dessus se ramène en pratique à une phase
d’échantillonnage avant la phase d’évolution :

L’initialisation est identique à celle du filtre de Monte Carlo à mémoire com-
plète :
Génération deN particules

(x̃1
0, · · · , x̃N

0 ) i.i.d. ∼ π0

Calcul du filtre

πN
0 =

N∑

i=1

ωi
0δx̃i

0
avec ωi

0 =
1

N
, i = 1, · · · , N
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(i) Echantillonnage : on génère(x̃1
t−1, · · · , x̃N

t−1) ∼ πN
t−1.

(ii) Evolution des particules :̃xi
t|t−1 ∼ Qt(x̃

i
t−1, .)

(iii) Pondération des particules :

ωi
t =

Ψt(x̃
i
t|t−1)∑N

i=1 Ψt(x̃i
t|t−1)

on obtient ainsi l’approximation du filtre optimal

πN
t =

N∑

i=1

ωi
tδx̃i

t|t−1

Comme pour les filtres précédents, la représentation sous forme de schéma
synthétise bien le principe de la procédure récursive :

πN
t =

N∑

i=1

ωi
tδx̃i

t|t−1

bootstrap−−−−−→
πN

t

1

N

N∑

i=1

δx̃i
t

évolution−−−−→
Qt(.,.)

1

N

N∑

i=1

δx̃i
t+1|t

1

N

N∑

i=1

δx̃i
t+1|t

pondération−−−−−→
Ψt+1(.)

πN
t+1 =

N∑

i=1

ωi
t+1δx̃i

t+1|t

Le premier résultat de convergence de cet algorithme a été obtenu par Del
Moral ([41]). Nous donnons dans le théorème suivant les premières majorations
obtenues dans la littérature

Théorème 2.4.1Si pour toutt ≥ 1, supx∈E Ψt(x) = Mt <∞ alors

sup
‖φ‖=1

IE[| < πt − πN
t , φ > ||Y1:t] ≤

1√
N

t∑

k=1

2t+1−kβt:k+1γ̄t:k

et si de plus, pour tout entiert ≥ 1, 0 < mt = infx∈E < Qt(x, .),Ψt > alors les
deux inégalités suivantes sont satisfaites :

sup
‖φ‖=1

IE[| < πt − πN
t , φ > ||Y1:t] ≤

2√
N

t∑

k=1

βt:k+1γt:k

sup
‖φ‖=1

IE[| < πt − πN
t , φ > |p|Y1:t]

1
p ≤ Cp√

N

t∑

k=1

γt:k
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où γk = Mk/mk, γt:k =
∏t

l=k γl, βt:k =
∏t

l=k βl, βk = β(Qk) est le taux
de contraction du noyauQk sous la variation totale (voir Def 2.3.6) etCp =

2
[

1√
π
8

p
2 Γ(p+1

2
)
]1/p

. En rajoutant l’hypothèse : pour tout entierk ≥ 1, il existe
une constante de dominationck et une mesure de probabilitéνk ∈ P(E) telle que
Qk(x, .) ≤ ckνk, on a l’inégalité suivante :

sup
‖φ‖=1

IE[| < πt − πN
t , φ > ||Y1:t] ≤

2γt√
N

+
4√
N

t∑

k=2

βt:k+1γ̄t:kγk−1ck

Des résultats avec des bornes plus fines et de convergence uniforme dans le
temps sont présentés dans Del Moral([28]), Del Moral & Miclo([34]). Ils ne sont
pas retranscrits ici, car cela nécessiterait l’introduction d’un certain nombre de no-
tions, qui ne sont pas nécessaires aux développements méthodologiques de cette
thèse. Cependant, afin de donner une intuition de l’amélioration de la vitesse sous
l’hypothèse de mélangeance, on peut remarquer que tous les coefficientsβl véri-
firaient alors une condition du typeβl < 1 − ε avecε ∈]0, 1[. Ainsi, la tendance
“explosive” des coefficientsγt:k serait compensée par lesβt:k.

Ce filtre se comporte mieux que les variantes du filtre de MonteCarlo pondéré,
mais il connaît les mêmes difficultés. Dans les situations, où le bruit sur les obser-
vations est faible ou absent et où le bruit sur le modèle d’état est faible, il diverge
aussi. Cette divergence du filtre est encore due à la dégénérescence des particules.
Le ré-échantillonnage systématique à chaque instant semble parfois favoriser la
dégénérescence. Pour améliorer le comportement du filtre, certains auteurs (voir
par exemple Kong & al. [92]) ont proposé des méthodes avec échantillonnage pé-
riodique. Cependant, malgré leurs résultats théoriques, aucune de ces méthodes
ne semble s’imposer, le comportement du filtre demeurant imparfait.
Selon certains auteurs dont Oudjane([104]), le caractère discret du filtre est un
facteur déterminant dans ce phénomène de divergence. D’autres approches esti-
mant la densité du filtre optimal, et non sa mesure, ont donc été proposées : une
étape de régularisation est ajoutée dans l’algorithme. Cette régularisation consiste
à construire une estimation de la densité à partir de l’approximation discrète de
la mesure. Le caractère diffus de la densité assure une plus grande diversité de
particules et ainsi réduit les risques de divergence. La régularisation peut se faire
de plusieurs manières différentes ; deux sont détaillées dans la partie suivante.
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2.5 Filtres particulaires régularisés

L’intérêt pratique de la régularisation évoqué ci-dessus peut se caractériser du
point de vue théorique. Lorsque le modèle dynamique est mal posé, c’est à dire
lorsque le rapport signal sur bruit est soit très grand, soittrès petit, les filtres par-
ticulaires sont en difficulté (cf. Del Moral & Miclo[34]). Pour contourner ce pro-
blème, il est possible de travailler sur le même modèle en modifiant simplement
l’amplitude des bruits. Bien que l’on commette une erreur enne travaillant pas sur
le bon système, si le système est suffisamment stable (cf. DelMoral & Miclo[34]),
on obtient encore des estimations convergentes. Une telle modification, de l’am-
plitude des bruits, revient à régulariser les mesures empiriques produites par les
filtres particulaires usuels.
La régularisation des mesures empiriques peut être effectuée à l’aide de noyaux de
convolution. Ce type d’approche à des fins de filtrage est utilisé par Warnes([129]),
Hürzeler & Künsch ([81]), Musso & al.([102]), LeGland & Oudjane ([95]) ou
encore Oudjane([104]). L’apport d’Oudjane en la matière étant conséquent, une
large part de cette section est inspirée de ses travaux.
La première partie du troisième chapitre étant consacrée à l’estimation fonction-
nelle par noyaux de convolution, on pourra s’y reporter par avance pour obtenir
des précisions sur les objets considérés dans la section suivante. Détaillons seule-
ment les notations introduites.

SoientK le noyau de convolution,K : IRd → IR : x = (x1, · · · , xd) 7→ K(x),
h le facteur de dispersion ou la “fenêtre” du noyau,α = (α1, · · · , αd) ∈ INd, et
Dif = ∂f/∂xi la ièmedérivée partielle d’une fonctionf deIRd :

Kh(x) = 1/hK(x/h)

|α| = α1 + · · ·+ αd

α! = α1! · · ·αd!

xα = xα1
1 · · ·xαd

d

Dαf = Dα1
1 · · ·Dαd

d f

.

W 2,1 est l’espace de Sobolev des fonctions mesurables surIRd dont les déri-
vées jusqu’à l’ordre 2 sont dansL1, et enfinπN,h

t est le filtre particulaire régularisé
avec le noyauKh.

Le filtre particulaire avec interaction est au coeur de cetteapproche. Pour ga-
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rantir une plus grande diversité des particules, Oudjane([104]) propose de rempla-
cer l’étape “bootstrap” par une étape de simulation à partird’une densité. Cette
densité est la régularisation par convolution de l’approximation de la mesure du
filtre optimal. Il est possible de régulariser l’approximation de la mesure du filtre
optimal à deux étapes de l’algorithme : avant ou après l’étape de correction. Nous
décrivons dans ce qui suit la mise en place de ces deux approches.

2.5.1 Filtre particulaire pré-régularisé

Le filtre particulaire pré-régularisé repose sur une régularisation de la mesure
empirique avant la correction des pondérations des particules. Le passage deπN,h

t−1

àπN,h
t se résume en quatre étapes synthétisées par le schéma suivant :

πN,h
t−1

Echantillonnage−−−−−−−−−→ 1

N

N∑

i=1

δx̃i
t−1

Prédiction−−−−−→
Qt

πN,h
t|t−1 =

1

N

N∑

i=1

δx̃i
t|t−1

πN,h
t|t−1

Régularisation−−−−−−−→
Kh

νN,h
t|t−1 = Kh ∗ πN,h

t|t−1

Correction−−−−−−→
Ψt

πN,h
t = Ψt · νN,h

t|t−1

L’avantage de cette approche est que la fonction de vraisemblance s’applique à
tout le support deνN,h

t|t−1. En contrepartie la phase d’échantillonnage est très lourde
à mettre en oeuvre. Il faut avoir recours à des procédures du type acceptation-rejet,
ce qui augmente considérablement le temps de calcul.

Les résultats suivants donnent un aperçu des propriétés théoriques du filtre
pré-régularisé. Ils sont tirés de Oudjane([104]) ou LeGland & Oudjane([95]).
Les deux théorèmes suivants assurent la convergence faible:

Théorème 2.5.1Si pour toutk = 1, · · · , t :

- La vraisemblance moyenne définie comme< Qk(x, .),Ψk > est bornée in-
férieurement, et la vraisemblance est bornée supérieurement : il existemk > 0 et
Mk < ∞ tels quemk = infx∈E < Qk(x, .),Ψk > etMk = supx∈E Ψk(x). Soit
γk = Mk/mk etγn:m = γnγn+1 · · · γm

- Pour toutx ∈ E, Qk(x, .) est absolument continue par rapport à la mesure
de Lebesgue, avec comme densitéqk(x, .) ∈ W 2,1, vérifiant |qk(x, .)|2,1 ≤ Dk

avecDk constante positive et|qk(x, .)|2,1 = (
∫ ∑

|α|=2 |Dαqk(x, u)|2du)1/2.
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Alors

sup
‖φ‖=1

IE[| < πt − πN,h
t , φ > ||Y1:t] ≤ 2[h2a2Dmax +

1√
N

]

t∑

k=1

βk+1:tγk:t

avecDmax = maxk=1,··· ,t{Dk} eta2 = 2 max|α|=2

∫
IRd |xα|K(x)dx

Le théorème suivant donne un résultat plus fort sous une hypothèse de domi-
nation du noyau de transitionQk,

Théorème 2.5.2Si pour toutk = 1, · · · , t :

- La vraisemblance moyenne est bornée inférieurement, et lavraisemblance
est bornée supérieurement : il existemk > 0 etMk <∞ tels quemk = infx∈E <

Qk(x, .),Ψk > etMk = supx∈E Ψk(x). Soitγk = Mk/mk etγn:m = γnγn+1 · · · γm

- Le noyau de transitionQk(x, .) est dominé : il existe une constanteck et une
mesure de probabilitéνk telles queQk(x, .) ≤ ckνk.

- Le filtre optimal prédictifπk|k−1 est absolument continu par rapport à la me-
sure de Lebesgue, avec comme densitéfk|k−1 ∈ W 2,1, vérifiant |fk|k−1|2,1 ≤ Dk

avecDk variable aléatoire positive mesurable par rapport à laσ−algèbre engen-
drée parY1:k−1.

Alors

sup
‖φ‖=1

IE[| < πt − πN,h
t , φ > ||Y1:t] ≤ 2[h2a2Dmax +

2√
N

]

t+1∑

k=2

βk+1:tγ̄k:tγk−1ck

Le théorème suivant montre un résultat de convergence en variation totale pour
le filtre pré-régularisé. Les hypothèses font intervenir lanotion de classe d’un
noyau, la définition précise de cette notion est donnée dans la première partie du
chapitre 3. A titre indicatif, les noyaux de convolution courants, tels que le noyau
gaussien ou d’Epanechnikof sont de classe 2.

Théorème 2.5.3Soit K un noyau de régularisation de classe 2. Si pour tout
k = 1, · · · , t :
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- Le filtre optimal prédictifπk|k−1 est absolument continu par rapport à la me-
sure de Lebesgue, avec comme densitéfk|k−1 ∈ W 2,1, vérifiant |fk|k−1|2,1 ≤ Dk

avecDk variable aléatoire positive mesurable par rapport à laσ−algèbre engen-
drée parY1:k−1 .

- Pour toutx ∈ E, Ik = supx∈E

∫
IRd |ud+1|Qk(x, u)du <∞

Alors

- SiK ∈ L2 et
∫
IRd |xd+1|K2(x)dx <∞ :

IE[‖πt − πN,h
t ‖|Y1:t] ≤ [h2a2Dmax + 2d/2Ad

(1 + Imax)‖K‖1/2
2√

Nhd
]

t∑

k=1

βk:tγ̄k:t

- SiK ∈ Lp et
∫
IRd |xd+1|K(x)dx <∞ :

(IE[‖πt − πN,h
t ‖p|Y1:t])

1/p ≤ 2[h2a2Dmax + Cp,d
(1 + Imax)‖K‖1/2

p√
N1/4hd(p−1)/(2p)

]

t∑

k=1

βk:tγ̄k:t

avecImax = max1≤k≤t Ik, Ad constante uniquement dépendante deN etCp,d =

2(d+3)/2
(

8p/2
√

π
Γ(p+1

2
)
)1/(2p)

Ad

Le terme en1/
√
N1/4hd(p−1)/(2p) dans la borne supérieure ci-dessus, résulte

de l’utilisation des résultats de Holmström & Klemelä [78].

2.5.2 Filtre particulaire post-régularisé

Le filtre particulaire post-régularisé repose sur une régularisation de la mesure
empirique après la correction des pondérations des particules. Le passage deπN,h

t−1

àπN,h
t se résume en quatre étapes synthétisées par le schéma suivant :

πN,h
t−1

Echantillonnage−−−−−−−−−→ 1

N

N∑

i=1

δx̃i
t−1

Prédiction−−−−−→
Qt

πN,h
t|t−1 =

1

N

N∑

i=1

δx̃i
t|t−1

πN,h
t|t−1

Correction−−−−−−→
Ψt

π̃N,h
t = Ψt · πN,h

t|t−1

Régularisation−−−−−−−→
Kh

πN,h
t = Kh ∗ π̃N,h

t

L’inconvénient de cette approche est que la fonction de vraisemblance ne
s’applique uniquement qu’auxN particules. En contrepartie la phase d’échan-
tillonnage est plus rapide. En effet, l’estimation s’obtient à partir d’un mélange
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de noyaux. Elle est donc facilement simulable, lors de l’échantillonnage au pas
suivant.

Comme pour le filtre pré-régularisé, les résultats théoriques suivants sur le
filtre post-régularisé sont tirés de Oudjane([104]) ou LeGland & Oudjane([95]).
Des résultats analogues, au cas précédent, ont été obtenus.Les deux théorèmes
suivants sont donc relatifs à la convergence faible :

Théorème 2.5.4Si pour toutk = 1, · · · , t :

- La vraisemblance moyenne est bornée inférieurement, et lavraisemblance
est bornée supérieurement : il existemk > 0 etMk <∞ tels quemk = infx∈E <

Qk(x, .),Ψk > etMk = supx∈E Ψk(x). Soitγk = Mk/mk etγn:m = γnγn+1 · · · γm

- Pour toutx ∈ E,Q(x, .) est absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue, avec comme densitéqk(x, .) ∈ W 2,1, vérifiant‖qk(x, .)‖2,1 ≤ Dk avec
Dk constante positive.

- M ′
k = max{‖Ψk‖, 2

∑k
i=1 ‖DiΨk‖,

∑k
i,j=1 ‖DiDjΨk‖} < ∞, soit γ′ =

M ′
k/mk et γ̄′ = M ′

k/m̄k.

Alors

sup
‖φ‖=1

IE[| < πt − πN,h
t , φ > ||Y1:t] ≤ 2[h2a2Dmax +

2√
N

]

t∑

k=1

βk+1:tγ
′
k:n

avecDmax = maxk=1,··· ,t{Dk} eta2 = 2 max|α|=2

∫
IRd |xα|K(x)dx

Théorème 2.5.5Si pour toutk = 1, · · · , t :

- La vraisemblance moyenne est bornée inférieurement, et lavraisemblance
est bornée supérieurement il existemk > 0 etMk < ∞ tels quemk = infx∈E <

Qk(x, .),Ψk > etMk = supx∈E Ψk(x). Soitγk = Mk/mk etγn:m = γnγn+1 · · · γm

- Le noyau de transitionQk(x, .) est dominé : il existe une constanteck et une
mesure de probabilitéνk telles queQk(x, .) ≤ ckνk.
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- πk est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue,avec
comme densitéfk ∈ W 2,1, vérifiant‖fk‖2,1 ≤ Dk, avecDk variable aléatoire
positive mesurable par rapport à laσ−algèbre engendrée parY1:k−1.

Alors

sup
‖φ‖=1

IE[| < πt − πN,h
t , φ > ||Y1:t] ≤ 2[h2a2Dmax +

2√
N

]
t+1∑

k=2

βk+1:tγ̄k:nγk−1ck

Comme pour le filtre pré-régularisé, le cas de la convergenceen variation to-
tale a aussi été étudié :

Théorème 2.5.6SoitK un noyau de régularisation d’ordre 2. Si pour toutk =

1, · · · , t :

- La vraisemblance moyenne est bornée inférieurement, et lavraisemblance
est bornée supérieurement : il existemk > 0 etMk <∞ tels quemk = infx∈E <

Qk(x, .),Ψk > etMk = supx∈E Ψk(x). Soitγk = Mk/mk etγn:m = γnγn+1 · · · γm

- πk est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue,avec
comme densitéfk ∈ W 2,1, vérifiant‖fk‖2,1 ≤ Dk, avecDk variable aléatoire
positive mesurable par rapport à laσ−algèbre engendrée parY1:k−1.

- Pour toutx ∈ E, Ik = supx∈E

∫
IRd |ud+1|Qk(x, u)du <∞

Alors

- SiK ∈ L2 et
∫
IRd |xd+1|K2(x)dx <∞ :

IE[‖πt−πN,h
t ‖|Y1:t] ≤ [h2a2Dmax+2(d+1)/2γmaxAd

(1 + Imax)‖K‖1/2
2√

Nhd
]

t∑

k=1

βk:tγ̄k:t

SiK ∈ Lp et
∫

IRd |xd+1|K(x)dx <∞ :

(IE[‖πt−πtN, h‖p|Y1:t])
1/p ≤ 2[h2a2Dmax+2γmaxC

′
p,d

(1 + Imax)‖K‖1/2
p√

N1/4hd(p−1)/(2p)
]

t∑

k=1

βk:tγ̄k:t

avecImax = max1≤k≤t Ik, γmax = max1≤k≤t γk,Ad constante uniquement dépen-

dante deN etC ′
p,d = 2(d/2+1)

√
3
(

8p/2√
π

Γ(p+1
2

)
)1/(2p)

Ad
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Remarque :Oudjane([104]) et LeGLand & Oudjane([95]) ont aussi étudiéle
cas où le noyau d’évolution du filtre optimal est mélangeant.Ils obtiennent des
résultats de convergence uniforme.

2.6 Conclusion du deuxième chapitre

Dans ce chapitre, les différentes approches utilisées pourles problèmes de fil-
trage ont été présentées. Hors du contexte des systèmes dynamiques linéaires où
le filtre de Kalman est la solution du problème, il n’est pas possible de calculer
exactement le filtre optimal. Le recours aux approximationsest donc inévitable
pour le problème général du filtrage non linéaire. La première approximation in-
troduite est le filtre de Kalman étendu qui peut fonctionner correctement ou tout
aussi bien diverger. Comme il ne s’appuie sur aucun résultatthéorique, il n’y a
aucune garantie de comportement. Les nombreuses variantesdu filtres de Kalman
étendu (cf. Chen [21]), visant à stabiliser son comportement, n’ont pas été présen-
tées ici, car elles aussi ne possèdent pas de support théorique et ne sont d’aucun
intérêt pour notre approche.
Parmi les autres approximations du filtre optimal, les filtres de Monte Carlo ou
filtres particulaires tiennent une place importante. Ces méthodes ont été présentées
de manière détaillée pour plusieurs raisons. D’une part, elles conjuguent proprié-
tés théoriques et bonnes performances en pratique et, d’autre part, notre approche
est bâtie suivant le même principe d’approximation par simulation.
Cependant, ces filtres particulaires ont quelques faiblesses. Pour les filtres clas-
siques, tels que le filtre de Monte Carlo pondéré ou tous les filtres issus de la
procédure SIS, pour un nombre de particules constant dans letemps, il est qua-
siment inévitable d’observer la divergence du filtre en temps long. Les filtres de
deuxième génération issus de la procédure SIS-R, tels que lefiltre particulaire
avec interaction, réduisent ce problème de divergence maisne le corrigent pas
complètement, surtout pour les systèmes faiblement bruités. Le phénomène de di-
vergence étant attribué au caractère discret des approximations fournies par les
filtres, la dernière amélioration des filtres consiste alorsà régulariser la mesure
empirique obtenue. La dégénérescence des particules est ainsi évitée, puisque les
étapes d’échantillonnage s’effectuent sur des densités.
Les filtres particulaires régularisés constituent donc lesfiltres particulaires les plus
performants. Malgré tout, comme leurs prédécesseurs ils sont sensibles à la fai-
blesse du bruit. Pour le cas extrême, où l’observation n’estpas bruitée aucun des
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filtres particulaires ne peut être rigoureusement calculé.
Notre approche, présentée dans le chapitre suivant, est le prolongement naturel
de cette idée de régularisation. Plutôt que de passer par desmesures discrètes,
nous proposons de travailler directement sur des densités.Les problèmes liés au
caractère discret des mesures sont ainsi naturellement éludés et de plus, il est pos-
sible de filtrer, en toute rigueur, des systèmes dynamiques dont les observations
ne sont pas bruitées. Mais l’avantage essentiel de notre approche est d’affaiblir les
hypothèses de mise en oeuvre. En effet, pour tous les filtres particulaires, il est
nécessaire de connaître la forme analytique de la vraisemblance des observations
alors que, pour nos approches, il est seulement nécessaire de pouvoir générer des
observations selon une loi donnée.
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Deuxième partie

Utilisation des noyaux de
convolution en filtrage particulaire





Chapitre 3

Estimation de la densité du filtre
optimal pour un système dynamique
non linéaire

L’objectif du filtrage est d’estimer la densité conditionnelle de l’état sachant
les observations, c’est à dire la densité dext|yt, · · · , y1. Les nouveaux filtres que
nous proposons s’appuient sur des estimateurs à noyaux. En effet, selon la théorie
de l’estimation fonctionnelle, en convoluant des noyaux à des mesures empiriques,
il est possible d’estimer de manière convergente des densités de probabilité.
Dans un premier temps, les objets fondamentaux de l’estimation fonctionnelle
sont donc introduits, leurs propriétés théoriques utiles ànos approches sont don-
nées dans l’annexe A.1.
Puis, dans le reste du chapitre, sont présentés les différents filtres que nous avons
construits à partir de noyaux de convolution. Le premier estle filtre par noyau à
mémoire complète. Il est l’analogue du filtre de Monte Carlo pondéré. Le second
est une variante à mémoire limitée, l’analogue du filtre de Monte Carlo à mémoire
limitée. Ensuite, le filtre avec sélection est introduit ; saparticularité est d’effec-
tuer un tri sur les particules simulées. La présentation de nos filtres se termine sur
le filtre par noyau avec ré-échantillonnage. Il correspond aux filtres issus de SIS-R
et plus particulièrement aux filtres régularisés.

Avant d’entamer la présentation des filtres à convolution, il est important de
préciser un dernier point. Nous avons pris le parti d’estimer la densité condition-
nelle de l’état à l’instantt, p(xt|yt, · · · , y1), mais toutes les approches présentées
s’adaptent immédiatement à l’estimation de la densité conditionnelle de toute la
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trajectoire des états,p(xt, · · · , x1|yt, · · · , y1). Sur le plan théorique, cela n’a qua-
siment aucune conséquence, la seule différence majeure estsur le plan pratique.
En effet, il est alors nécessaire de conserver en mémoire (dans l’ordinateur), tous
les “ancêtres” de l’état de chacune des particules, ce qui peut devenir probléma-
tique en temps long.
De plus, en suivant le même principe d’estimation fonctionnelle, il serait possible
d’estimerp(xt+l|yt, · · · , y1), la densité prédictive de l’état àl pas en avant.

3.1 Notations relatives à l’estimation non paramé-
trique par noyaux de convolution

Les noyaux de convolution forment une famille d’applications adaptée à l’es-
timation de fonctions. Ils sont souvent notésK, de l’anglais Kernel.

Définition : Un noyauK est une application deIRd → IR, bornée, positive,
symétrique, intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue et d’intégrale 1.

La contrainte de positivité imposée ici au noyau n’est pas obligatoire. Il est
possible d’utiliser des noyaux négatifs sur une partie de leur support. Les esti-
mateurs à noyaux de convolution étant utilisés dans cette thèse comme des outils
au service du filtrage, il n’est pas nécessaire de se placer dans le contexte le plus
général. Une grande variété de résultats est ainsi plus aisément accessible.

Définition : Un noyau de Parzen-Rosenblatt est un noyau vérifiant

lim
‖x‖→∞

‖x‖dK(x) = 0

Définition : L’estimateurfn associé àK de la densitéf des variables aléa-
toiresX1, · · · , Xn indépendantes identiquement distribuées, est

fn(x) =
1

nhd
n

n∑

i=1

K(
x−Xi

hn

) = (Khn ∗ µn)(x) x ∈ IRd

oùhn est un réel lié àn, souvent appelé largeur de la fenêtre, etµn = 1
n

∑n
i=1 δXi

est la mesure empirique associée auxX1, · · · , Xn. En d’autres termes,fn est la
densité empirique obtenue en régularisant la mesure empirique desX1, · · · , Xn,
par convolution avec1

hd
n
K( ·

hn
). Par commodité, la notation suivante est introduite

Khn(y) =
1

hd
n

K(
y

hn
) y ∈ IRd.
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Les résultats de convergences defn versf , sous différents modes, sont obte-
nus en rajoutant différentes hypothèses sur le noyau. Nous ne rappelons ici que
les résultats utiles à notre approche du filtrage.
Avant d’énoncer des résultats précisant la vitesse de convergence, il est nécessaire
d’introduire comme dans ([51],[78]) quelques notations etnotions particulières.
Pour clarifier la lecture rappelons qued est la dimension dex.

Soientα = (α1, · · · , αd) ∈ INd, x = (x1, · · · , xd) ∈ IRd etDif = ∂f/∂xi la
ièmedérivée partielle d’une fonctionf deIRd, rappelons les notations :

|α| = α1 + · · · + αd

α! = α1! · · ·αd!

xα = xα1
1 · · ·xαd

d

Dαf = Dα1
1 · · ·Dαd

d f

.

Enfin, l’espace de Sobolev des fonctions dont les dérivées partielles au sens des
distributionsDαf , avec|α| ≤ s, sont intégrables, est notéW s,1.

Définition 3.1.1 (Noyau de classes) Soit s ≥ 1. Un noyau de classes est une
fonction Borel-mesurableK telle que

(i) K est symétrique, i.e.,K(−x) = K(x), x ∈ IRd

(ii)
∫
K = 1

(ii)
∫
xαK(x)dx = 0 si 1 ≤ |α| ≤ s− 1

(iv)
∫
xα|K(x)|dx <∞ si |α| = s

K peut être négatif, ce n’est donc pas forcément une densité.

3.2 Filtre par noyau à mémoire complète

Le type de formalisation du système dynamique discret n’a pas un rôle im-
portant pour notre approche, elle est très souple, il doit pouvoir s’écrire sous la
forme :

S :

{
xt ∼ Qt(xt−1, ·)
yt ∼ Gt(xt, ·)

(3.1)

Plus précisément, il n’est pas nécessaire de connaitre la forme analytique de
Qt etGt. Il suffit d’être capable de simuler des couples(xt, yt).
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Par exemple, il est possible de considérer un système de la forme classique
suivante :

S :

{
xt = ft(xt−1, εt)

yt = ht(xt, ηt)
(3.2)

Les objets suivants du système (3.2) sont toujours supposésconnus, à chaque
instantt :

π0 la distribution de probabilité de l’état initialx0.
ft la fonction d’évolution du modèle d’état.
ht la fonction d’observation.
εt ∼ Lεt la loi de probabilité, simulable, deεt.
ηt ∼ Lηt la loi de probabilité, simulable, deηt.

Remarque : Ces hypothèses sont semblables à celles requises par les filtres
de Monte Carlo, à l’exception de la dernière qui est plus faible. En effet, la mise
en place des algorithmes de Monte Carlo suppose que l’on connaisse toujours la
forme analytique de la densité deLηt .

Conservons les notations utilisées dans la partie relativeaux filtres particu-
laires :πt désigne la mesure de probabilité dext|y1:t, c’est à dire le filtre opti-
mal. Pour notre approche, supposons que cette mesure admet une densité notée
p(xt|y1:t). Or par définition, la densité conditionnelle est le quotient de la densité
conjointe dext, y1:t par la densité marginale dey1:t :

p(xt|y1:t) =
pXY (xt, y1:t)

pY (y1:t)
.

Notre approche consiste donc à estimer les densitéspXY etpY par la méthode
des noyaux de convolution. Les estimateurs construits à partir de ces méthodes né-
cessitent beaucoup d’observations pour être de bonne qualité. En général, dans les
situations de filtrage, les couples(xt, yt) ne sont pas accessibles puisquext n’est
pas observé. Mais on a suffisamment d’information sur le système (3.2) pour en
générer autant qu’on le désire. La formalisation du problème selon le point de vue
de l’estimation fonctionnelle permet d’éclairer ce point :

−Notonszt = (xt, y1:t)

−Pour toutt, il existe une mesureµt, telle quezt ∼ µt

−Pour toutt, il existe une mesureνt, telle quey1:t ∼ νt
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Pour calculerpn
XY une estimation par noyau de convolution de la densitépXY ,

il faut générern représentants deµt. On procède de la manière suivante :

- Génération den états initiaux̃xi
0 (i = 1, · · · , n), suivant la loiπ0.

- Evolution desn états initiaux̃xi
0 suivantS (3.2),t fois successivement et géné-

rations “d’observations” correspondantesỹi
1:t = ỹi

1, . . . , ỹ
i
t, selon le modèleS.

On obtient ainsin, z̃i
t = (x̃i

t, ỹ
i
1:t) qui sont des représentants deµt. Grâce à ces

derniers, on construit une estimation empirique deµt :

µn
t =

1

n

n∑

i=1

δz̃i
t
.

Pour obtenir l’estimation de la densitépXY il suffit de convoluer cette mesure
empirique avec un noyauK :

pn
XY (zt) = Khn ∗ µn

t (zt) =
1

n

n∑

i=1

Khn(zt − z̃i
t)

L’estimation depY s’effectue de la même manière avec les mêmes observations
simulées. Ainsi l’estimation empirique deνt est définie par

νn
t =

1

n

n∑

i=1

δỹi
1:t

et celle de la densitépY par

pn
Y (y1:t) = Khn ∗ νn

t (y1:t) =
1

n

n∑

i=1

Khn(y1:t − ỹi
1:t).

Finalement, on obtient une estimation dep(xt|y1:t) en effectuant le quotient
des deux estimations précédentes :

pn(xt|y1:t) =
pn

XY (zt)

pn
Y (y1:t)

=

∑n
i=1Khn(zt − z̃i

t)∑n
i=1Khn(y1:t − ỹi

1:t)

Les noyaux convolutionKhn intervenant au dénominateur et au numérateur
bien que notés de la même façon sont différents (zt = (xt, y1:t) ∈ IRtq+d et y1:t ∈
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IRtq). On ne les a pas différenciés jusqu’à présent car ils jouentle même rôle. Mais
pour l’étude de certaines propriétés théoriques il est nécessaire de les différencier.
NotonsK1 le noyau mis sur lesxt etK2 le noyau mis sur lesy1:t, ce qui donne
pour l’estimation de la densité conditionnelle dext sachanty1:t :

pn(xt|y1:t) =

∑n
i=1K

1
hn

(xt − x̃i
t)K

2
hn

(y1:t − ỹi
1:t)∑n

i=1K
2
hn

(y1:t − ỹi
1:t)

L’expression ci-dessus est la conséquence du choix d’un noyauKhn(zt − z̃i
t)

de la formeK1
hn

(xt − x̃i
t)K

2
hn

(y1:t − ỹi
1:t).

Convergence ponctuelle

Les démonstrations réalisées dans cette partie généralisent les résultats obte-
nus par Youndjé ([134],[135]) et les adaptent au contexte dufiltrage. Les résultats
de Youndjé s’appliquent exclusivement au contexte de l’estimation fonctionnelle
classique à partir d’une base de couples observés{(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) ∈ IR2}.
De plus, il est utile de préciser que les résultats de Youndjés’inspirent des idées
développées par Bosq et Lecoutre ([14]).

Théorème 3.2.1 (convergence ponctuelle en moyenne quadratique)

Si les noyauxK1 etK2 sont de Parzen-Rosenblatt, sipY est positive et conti-
nue au pointy1:t et sip(xt|y1:t) est bornée alors

lim
n→∞

hn = 0

lim
n→∞

nhtq+d
n = ∞

}
=⇒ lim

n→∞
IE[pn(xt|y1:t) − p(xt|y1:t)]

2 = 0

L’espérance est calculée ici par rapport à toutes les variables simulées(x̃i
t, ỹ

i
1:t),

pouri = 1, . . . , n, pour une trajectoire d’observationsy1:t fixée.

Démonstration :
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pn(xt|y1:t) − p(xt|y1:t) =
pn(xt|y1:t)

IE[pn
Y (y1:t)]

(
IE[pn

Y (y1:t)] − pn
Y (y1:t)

)

+
pn

XY (xt, y1:t)

IE[pn
Y (y1:t)]

− p(xt|y1:t)

=
pn(xt|y1:t)

IE[pn
Y (y1:t)]

(
IE[pn

Y (y1:t)] − pn
Y (y1:t)

)

+
pn

XY (xt, y1:t) − pXY (xt, y1:t)

IE[pn
Y (y1:t)]

+
(pXY (xt, y1:t)

IE[pn
Y (y1:t)]

− pXY (xt, y1:t)

pY (y1:t)

)

D’après le Lemme A.1.1 (Bochner) on a

lim
n→∞

hn → 0 ⇒ lim
n→∞

IE[pn
Y (y1:t)] = pY (y1:t)

ce qui entraîne

lim
n→∞

(pXY (xt, y1:t)

IE[pn
Y (y1:t)]

− pXY (xt, y1:t)

pY (y1:t)

)
= 0.

De plus le théorème A.1.1 prouve que

lim
n→∞

hn → 0, lim
n→∞

nhtq+d
n → ∞ ⇒ IE[pn

XY (xt, y1:t) − pXY (xt, y1:t)]
2 = 0

soit encore

lim
n→∞

IE[
pn

XY (xt, y1:t) − pXY (xt, y1:t)

IE[pn
Y (y1:t)]

]2 → 0.

Il ne reste plus qu’à étudier le comportement de

IE
[ pn(xt|y1:t)

IE[pn
Y (y1:t)]

(
IE[pn

Y (y1:t)] − pn
Y (y1:t)

)]2

Majorons tout d’abord l’estimation de la densité conditionnelle :

pn(xt|y1:t) =

∑n
i=1K

1
hn

(xt − x̃i
t)K

2
hn

(y1:t − ỹi
1:t)∑n

i=1K
2
hn

(y1:t − ỹi
1:t)

=
∑n

i=1WiK
1
hn

(xt − x̃i
t)
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avec

Wi =
K2

hn
(y1:t − ỹi

1:t)∑n
i=1K

2
hn

(y1:t − ỹi
1:t)

i = 1, · · · , n

En appliquant l’inégalité de Jensen, on aboutit à

pn(xt|y1:t)
2 ≤

n∑

i=1

WiK
1
hn

(xt − x̃i
t)

2

on obtient alors

IE
[
pn(xt|y1:t)

2
(
IE[pn

Y ] − pn
Y

)2|ỹ1
1:t, . . . , ỹ

n
1:t

]

≤
n∑

i=1

Wi

(
IE[pn

Y ] − pn
Y

)2

IE
[
K1

hn
(xt, x̃

i
t)

2|ỹi
1:t

]

=

n∑

i=1

Wi

(
IE[pn

Y ] − pn
Y

)2
∫
K1

hn
(xt − x̃i

t)
2p(x̃i

t|ỹi
1:t)dx̃

i
t

=
1

hd
n

n∑

i=1

Wi

(
IE[pn

Y ] − pn
Y

)2
∫
K1(u)2p(x̃t + uhn|y1:t)du

≤ M(y1:t)

hd
n

(
IE[pn

Y ] − pn
Y

)2
∫
K1(u)2du

oùM(y1:t) = supxt
p(xt|y1:t). Et d’après la démonstration du théorème A.1.1

nhtq
n IE

[
IE[pn

Y (y1:t)] − pn
Y (y1:t)

]2

→ pY (y1:t)

∫
K2(u)2du.

On en déduit finalement

nhtq+d
n IE

[ pn
X|Y

IE[pn
Y (y1:t)]

(
IE[pn

Y ] − pn
Y

)]2

≤
M(y1:t)nh

tq
n IE

[
IE[pn

Y (y1:t)] − pn
Y (y1:t)

]2 ∫
K1(u)2du

IE[pn
Y (y1:t)]2

→ M(y1:t)
∫
K1(u)2du

∫
K2(u)2du

pY (y1:t)

ce qui achève la démonstration.
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Théorème 3.2.2 (convergence ps)Si les deux noyauxK1 etK2 sont de Parzen-
Rosenblatt, positifs et bornés, sipY est positive et continue au pointy1:t et si
p(xt, y1:t) est continue au point(xt, y1:t) alors

limn→∞ hn = 0

limn→∞
nhtq+d

n

log n
= ∞ =⇒ lim

n→∞
pn(xt|y1:t) = p(xt|y1:t) ps

Démonstration : On a

pn(xt|y1:t) =
pn(xt, y1:t)

pn(y1:t)

Le théorème A.1.2 assure que sous les hypothèses du théorème3.2.2 :

pn(xt, y1:t) → p(xt, y1:t) ps

pn(y1:t) → p(y1:t) ps

Comme par hypothèsep(y1:t) > 0 on en déduit le résultat.

Convergence uniforme

Théorème 3.2.3 (convergenceL1 ps) Si les noyauxK1 et K2 sont de Parzen-
Rosenblatt, positifs et bornés, sipY est positive et continue au pointy1:t et si
xt 7→ p(xt, y1:t) est continue presque partout, alors

limn→∞ hn = 0

limn→∞
nhtq+d

n

log n
= ∞ =⇒ lim

n→∞

∫
|pn(xt|y1:t) − p(xt|y1:t)|dxt = 0 ps

Démonstration : Le résultat découle du théorème 3.2.2 et du théorème de Glick
A.1.4.

Pour l’étude de la vitesse de convergenceL1 intégrée, dans le théorème ci-
dessous, nous considérons le noyauK̃1 = K1K2, utilisé pour estimer la loi
conjointe de(xt, y1:t) = zt.

Théorème 3.2.4 (vitesse de convergenceL1 intégrée)Si les densitéspY et pXY

appartiennent àW s,1 et les noyauxK̃1 ∈ L1(IR
tq+d) etK2 ∈ L1(IR

tq) sont de
classes ≥ 1. Si pour certainsε > 0 on a pour(K, f, a) = {(K̃1, pXY , tq +

d), (K2, pY , tq)},
∫
‖x‖a+εK(x)2dx < ∞ et

∫
(1 + ‖x‖a+ε)f(x)dx < ∞ alors

pour touthn > 0 on a

IE
[ ∫

|pn(xt|y1:t) − p(xt|y1:t)|dxt

]
= O(hs

n) +O(1/

√
nhtq+d

n )
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L’espérance est calculée ici par rapport à toutes les variables aléatoires simu-
lées(x̃i

t, ỹ
i
1:t) et aussi par rapport à la trajectoire d’observationsy1:t.

Démonstration : Il n’est pas nécessaire de restreindre l’espérance à l’en-
sembleB+ = {y1:t : pY (y1:t) > 0} car il est facile de voir que

IE
[ ∫

|pn(xt|y1:t) − p(xt|y1:t)|dxt

]
= IEB+

[ ∫
|pn(xt|y1:t) − p(xt|y1:t)|dxt

]
.

Cependant, dans la suite, nous supposerons quey1:t ∈ B+ :

pn(xt|y1:t) − p(xt|y1:t) =
pn

XY (zt)

pn
Y (y1:t)

− pXY (zt)

pY (y1:t)

=
pn

XY

pn
Y

− pXY

pY

=
pn

XY pY − pXY p
n
Y

pn
Y pY

=
pn

XY pY − pn
XY p

n
Y + pn

XY p
n
Y − pXY p

n
Y

pn
Y pY

=
pn

XY (pY − pn
Y ) + pn

Y (pn
XY − pXY )

pn
Y pY

=
1

pY

[
pn

XY − pXY + (pY − pn
Y )pn

X|Y

]
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On en déduit que

|pn(xt|y1:t) − p(xt|y1:t)| ≤ 1

pY (y1:t)

[
|pn

XY (xt, y1:t) − pXY (xt, y1:t)|

+|pY (y1:t) − pn
Y (y1:t)|pn

X|Y (xt|y1:t)
]

ce qui entraîne

∫
|pn(xt|y1:t) − p(xt|y1:t)|dxt ≤ 1

pY (y1:t)

[ ∫
|pn

XY (xt, y1:t) − pXY (xt, y1:t)|dxt

+|pY (y1:t) − pn
Y (y1:t)|

∫
pn

X|Y (xt|y1:t)dxt

]

=
1

pY (y1:t)

[ ∫
|pn

XY (xt, y1:t) − pXY (xt, y1:t)|dxt

+|pY (y1:t) − pn
Y (y1:t)|

]

Finalement on obtient

IEy1:t

[ ∫
|pn(xt|y1:t) − p(xt|y1:t)|dxt

]

=

∫∫
|pn(xt|y1:t) − p(xt|y1:t)|dxtpY (y1:t)dy1:t

≤
∫∫

|pn
XY (xt, y1:t) − pXY (xt, y1:t)|dxtdy1:t

+

∫
|pY (y1:t) − pn

Y (y1:t)|dy1:t

ce qui s’écrit aussi

IEy1:t

[
‖pn

X|Y − pX|Y ‖L1

]
≤ ‖pn

XY − pXY ‖L1 + ‖pn
Y − pY ‖L1

On en déduit

IE
[
‖pn

X|Y − pX|Y ‖L1

]
≤ IE[‖pn

XY − pXY ‖L1] + IE[‖pn
Y − pY ‖L1].

d’après le corollaire A.1.10.1

IE
[
‖pn

X|Y − pX|Y ‖L1

]
= O(hs

n) +O(1/
√
nhtq+d

n ) + O(hs
n) +O(1/

√
nhtq

n )

= O(hs
n) +O(1/

√
nhtq+d

n )
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Remarques :La qualité de l’estimation est liée au nombren d’observations
simulées. Plus la dimension des observations est grande plusn doit être grand. Or,
ici, la dimension des observationsy1:t augmente avec le temps, ce qui s’exprime
au travers des conditionshn → 0 et nhtq+d

n → ∞ lorsquen → ∞. Ainsi, pour
avoir une qualité stable dans le temps,n doit donc croître lorsquet croît. En pra-
tique, cela est problématique car le temps de calcul augmente donc aussi avec le
temps.
Il est donc impératif de modifier cette approche pour stabiliser le temps de cal-
cul. Une première idée naturelle est de limiter la mémoire dufiltre : ainsi pour
un nombre constantn de données simulées la précision reste stable au cours du
temps. Une autre idée, est de faire en sorte que les observations générées soient
dans la zone intéressante de l’espace. Ce qui conduit à effectuer une sélection sur
les observations simulées.
Nous détaillons ces deux approches dans la suite de ce chapitre.

3.3 Filtre par noyau à mémoire limitée

La formalisation du système dynamique discret est la même que pour le filtre
à mémoire complète :

S :

{
xt = ft(xt−1, εt)

yt = ht(xt, ηt)

Les quantités suivantes sont supposées connues :

π0 la distribution de probabilité de l’état initialx0.
ft la fonction d’évolution du modèle d’état.
ht la fonction d’observation.
εt ∼ Lεt la loi de probabilité, simulable, deεt.
ηt ∼ Lηt la loi de probabilité, simulable, deηt.

La limitation de la mémoire utilisée pour estimer le filtre optimal, bien que
souvent effectuée en pratique (cf. §2.3.5), n’est en général pas rigoureuse. La
justification de cette démarche nécessite l’ajout d’une hypothèse sur le système
dynamique. Nous proposons l’hypothèse suivante :
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∀ ε > 0, ∃ T ∈ IN : ∀t ∈ IN∗,

sup
y1,...,yt

∫
|p(xt|y1, . . . , yt) − p(xt|yt−T , . . . , yt)|dxt < ε

Le théorème suivant permet de faire un lien entre la mélangeance du système
dynamique et la limitation de la mémoire du filtre.

Théorème 3.3.1Si les fonctions d’évolution de l’état,ft, admettent des constantes
de mélangect ∈]0, 1[ (au sens de la définition 2.3.2), telles quec = inft∈IN ct > 0

alors

sup
yt,...,y1

∫
|p(xt|y1, . . . , yt) − p(xt|yt−T , . . . , yt)|dxt ≤ (1 − c)T

Démonstration : Ce résultat est démontré dans Del Moral([28]) p509-510.

Sous cette hypothèse forte, il est tout à fait légitime d’estimer p(xt|yt−T :t) =

p(xt|yt−T , . . . , yt) plutôt quep(xt|y1, . . . , yt). Par définition,

p(xt|yt−T :t) =
pXYT

(xt, yt−T :t)

pYT
(yt−T :t)

.

On va donc estimer les densitéspXYT
et pYT

de la même manière que dans le
cas à mémoire complète. On utilise des notations et des hypothèses analogues :

−zt,T = (xt, yt−T :t) pourt > T et zt,T = (xt, y1:t) sinon
−Pour toutt il existe une mesureµt,T telle quezt,T ∼ µt,T

−Pour toutt il existe une mesureνt,T telle queyt−T :t ∼ νt,T

Pour calculerpn
XYT

et pn
YT

les estimations par convolution des densitéspXYT
et

pYT
, on applique exactement la même procédure que dans la partieprécédente :

- Génération den états initiaux̃xi
0 (i = 1, · · · , n), suivant la loiπ0.

- Evolution desn états initiaux̃xi
0 suivantS (3.2),t fois successivement et géné-

rations d’observations correspondantesỹi
t−T :t = ỹi

t−T , . . . , ỹ
i
t, selon le modèleS.

On obtient ainsin réalisations̃zi
t,T = (x̃i

t, ỹ
i
t−T :t) qui sont des représentants de

µt,T . Grâce à ces derniers, on construit les estimations empiriques deµt,T etνt,T :

µn
t,T =

1

n

n∑

i=1

δz̃i
t,T

et νn
t,T =

1

n

n∑

i=1

δỹi
t−T :t
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Pour obtenir les estimations des densitéspXYT
et pYT

, il suffit de convoluer ces
mesures empiriques avec un noyauK :

pn
XYT

(zt,T ) = Khn ∗ µn
t (zt,T ) =

1

n

n∑

i=1

Khn(zt,T − z̃i
t,T )

et

pn
YT

(yt−T :t) = Khn ∗ νn
t,T (yt−T :t) =

1

n

n∑

i=1

Khn(yt−T :t − ỹi
t−T :t).

Finalement, en effectuant le quotient de ces deux estimations, on obtient une esti-
mation dep(xt|yt−T :t) :

pn(xt|yt−T :t) =
pn

XYT
(zt,T )

pn
YT

(yt−T :t)

=

∑n
i=1Khn(zt,T − z̃i

t,T )
∑n

i=1Khn(yt−T :t − ỹi
t−T :t)

Pour l’étude de la convergence, travaillons à un instantt fixé et avec une mé-
moire de longueurT fixée. Soit l’estimation dep(xt|yt−T :t) définie à l’aide des
noyauxK1 etK2 de manière semblable au cas à mémoire complète :

pn(xt|yt−T :t) =
pn

XY (zt,T )

pn
Y (yt−T :t)

=

∑n
i=1K

1
hn

(xt − x̃i
t)K

2
hn

(yt−T :t − ỹi
t−T :t)∑n

i=1K
2
hn

(yt−T :t − ỹi
t−T :t)

Convergence ponctuelle

Théorème 3.3.2 (convergence ponctuelle en moyenne quadratique)
Si les noyauxK1 etK2 sont de Parzen-Rosenblatt, sipY est positive et conti-

nue au pointyt−T :t alors

lim
n→∞

hn = 0

lim
n→∞

nhTq+d
n = ∞

}

=⇒ lim
n→∞

IE[pn(xt|yt−T :t) − p(xt|yt−T :t)]
2 → 0

L’espérance est calculée ici par rapport à toutes les variables simulées(x̃i
t, ỹ

i
t−T :t),

pouri = 1, . . . , n, pour une trajectoire d’observationsyt−T :t fixée.
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Démonstration :
La démonstration est la même que celle du théorème 3.2.1.

Théorème 3.3.3 (convergence ps)Si les noyauxK1 etK2 sont de Parzen-Rosen-
blatt, positifs et bornés, sipY est positive et continue au pointyt−T :t et sip(xt, yt−T :t)

est continue au point(xt, yt−T :t) alors

limn→∞ hn = 0

limn→∞
nhTq+d

n

log n
= ∞ =⇒ lim

n→∞
pn(xt|yt−T :t) = p(xt|yt−T :t) ps

Démonstration : C’est la même démonstration que pour le théorème 3.2.2.

Remarque :L’avantage évident dans le cas à mémoire limitée est que le temps
t n’intervient plus sur le nombre de trajectoiresn à générer pour assurer la conver-
gence asymptotique. Cependant, l’erreur commise en tronquant ainsi la mémoire
du filtre est difficile à quantifier et dépend beaucoup de la nature du système étu-
dié.

Convergence uniforme

Théorème 3.3.4 (convergenceL1 ps) Si les noyauxK1 et K2 sont de Parzen-
Rosenblatt, positifs et bornés, sipY est positive et continue au pointyt−T :t et si
xt 7→ p(xt, yt−T :t) est continue presque partout alors

limn→∞ hn = 0

limn→∞
nhTq+d

n

log n
= ∞ =⇒ lim

n→∞

∫
|pn(xt|yt−T :t) − p(xt|yt−T :t)|dxt = 0 ps

Démonstration : Le résultat découle du théorème 3.3.3 et du théorème de Glick
A.1.4.

Comme précédemment, pour l’étude de la vitesse de convergenceL1 intégrée,
nous considérons le noyaũK1 = K1K2, utilisé pour estimer la loi conjointe de
(xt, yt−T :t) = zt.

Théorème 3.3.5 (vitesse de convergence L1 intégrée)
Si les densitéspY etpXY appartiennent àW s,1 et les noyaux̃K1 ∈ L1(IR

Tq+d)

et K2 ∈ L1(IR
Tq) sont de classes ≥ 1. Si pour certainsε > 0 on a pour



78 Estimation de la densité du filtre optimal

(K, f, a) = {(K̃1, pXY , T q+d), (K
2, pY , T q)},

∫
‖x‖a+εK(x)2dx <∞ et

∫
(1+

‖x‖a+ε)f(x)dx <∞ alors pourh > 0 on a

IE
[ ∫

|pn(xt|yt−T :t) − p(xt|yt−T :t)|dxt

]
= O(hs

n) +O(1/

√
nhTq+d

n )

L’espérance est calculée ici par rapport à toutes les variables aléatoires simu-
lées(x̃i

t, ỹ
i
t−T :t) et aussi par rapport à la trajectoire d’observationsyt−T :t.

Démonstration : C’est la même démonstration que celle du théorème 3.2.4.

Remarque :Le principal avantage de cette méthode est que la dimension des
noyauxK est fixe. Le nombren de trajectoires à générer peut rester constant au
cours du temps.
Cependant, l’hypothèse, émise en début de partie, autorisant la troncature de la
mémoire, est très difficile à vérifier en pratique. L’erreur commise par la troncature
de la mémoire est donc difficile à quantifier. De plus, en pratique, comme pour le
cas précédent, le filtre peut diverger si aucune des données simulées n’est voisine
de la trajectoire observée.
La méthode la plus simple pour remédier à ce dernier problème, est de générer
des trajectoires qui soient voisines de la trajectoire observée. A cette fin, il faut
effectuer une sélection sur les trajectoires simulées. Nous avons bâti suivant ce
principe le filtre présenté dans la partie suivante.

3.4 Filtre par noyau avec sélection

L’approche par filtres particulaires avec interaction (cf.§.2.4.3) consiste gros-
sièrement à sélectionner les particules qui ont le droit de continuer à vivre : à
un instantt, les particules ont une probabilité d’évoluer au tempst + 1 liée à
leur vraisemblance par rapport aux observations. Concrètement, une particule très
vraisemblable au tempst aura plusieurs descendants au tempst + 1 et une parti-
cule peu vraisemblable a de fortes chances de ne pas en avoir.
Le problème pratique de cette approche est qu’il faut être enmesure de calculer la
vraisemblance d’une particule. Dès que le bruit sur le modèle d’observation n’est
plus additif cela peut être très compliqué. A fortiori l’absence de bruit est rédhi-
bitoire. Un autre problème est que, si aucune des particulescourantes n’est inté-
ressante (vraisemblance nulle), le filtre va inévitablement diverger. Si le nombre
de particules est grand, cet événement est peu probable, mais au fil du temps cette
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probabilité augmente.

Nous avons choisi une méthode de sélection plus simple et plus brutale pour
construire ce filtre. On cherche à estimer la densitép(xt|y1:t) pour la suitey1:t

observée et elle seule. L’idéal serait de générer des trajectoires avec̃yi
1:t = y1:t,

la séquence précisément observée. Malheureusement les trajectoires considérées
sont des variables aléatoires continues, cela est donc impossible. Mais il est tout
à fait possible de générer et de sélectionner des trajectoires dont les observations
sont dans un voisinage dey1:t. Ainsi on s’assure de toujours générer des trajec-
toires intéressantes et utilisables à des fins d’estimation.

Considérons toujours le système suivant :

S :

{
xt = ft(xt−1, εt)

yt = ht(xt, ηt)

A chaque instantt, il existe une mesureµt telle que(xt, y1:t) ∼ µt. Pour esti-
mer la densitép(xt|y1:t) cherchonsn réalisations deµt, (x̃i

t, ỹ
i
1:t) où i = 1, · · · , n

telles quẽyi
1:t ∈ Bε(y1:t) avec

Bε(y1:t) = {ỹ1:t ∈ IRq×t : ∀ l = 1, · · · , t ‖ỹl − yl‖ ≤ ε}

Les états̃xi
t, permettent de construire une estimation de la densité condition-

nellep
(
xt|Bε(y1:t)

)
qui est d’autant plus proche de la densité recherchéep(xt|y1:t)

queε est proche de zéro. Nous proposons dans la suite, une méthodestable en
temps de calcul, intuitive et simple produisant de tels états.

Génération d’observations sous contraintes

Une fois le nombren de données fixé, une méthode naïve pour les générer
consiste à simuler des trajectoires de longueurt suivant le systèmeS jusqu’à en
obtenirn telles que leur vecteur d’observation respectif vérifieỹ1:t ∈ Bε(y1:t).
Evidemment une telle approche n’est pas optimale, puisque dès qu’une dest ob-
servations̃yl de la trajectoirẽy1:t ne vérifie pas‖ỹl − yl‖ < ε, ce n’est pas la
peine de continuer à la faire évoluer puisqu’elle sera rejetée. L’algorithme (tab.
3.1) prend en compte cette considération.
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Soit un instantt fixé, posonsi = 1 :

Tant quei ≤ n

k = 1 Initialisation
x′0 ∼ π0

S : x′0 → (x′1, y
′
1)

Si ‖y′1 − y1‖ < ε : k = k + 1

Sinon : retour à l’intialisation

k > 1

S : x′k−1 → (x′k, y
′
k)

Si ‖y′k − yk‖ < ε etk = t : x̃i
t = x′k et i = i+ 1

Si ‖y′k − yk‖ < ε etk < t : k = k + 1

Sinon : retour à l’intialisation
fin du Tant que

TAB. 3.1 – Algorithme de filtre avec sélection simple

Remarque : Nous avons ainsi construit un algorithme qui évite de faire évo-
luer certaines des trajectoires inutiles. En effet, dès qu’une observation de la trajec-
toire sort du tube on cesse de la faire évoluer. Cependant, ilprésente un problème,
le temps de calculs requis augmente avect, ce qui n’est pas compatible avec le
filtrage en ligne.
En conséquence, en pratique il serait préférable de modifiercet algorithme. Par
exemple, en considérant simultanément un ensemble d’états, et de ne pas faire
évoluer systématiquement tous les étatsx̃i

t−1, i = 1, . . . , n vers l’instant suivant
mais plutôt d’effectuer un tirage aléatoire de taillen parmi ceux dont les obser-
vations sont dans le tube. De cette manière le temps de calculserait stabilisé par
rapport àt, mais un autre problème est introduit : les particules ainsigénérées ne
seront plus indépendantes.
Bien que les variantes de l’algorithme semblent plus intéressante en pratique,
l’étude des propriétés théorique est seulement réalisée pour l’algorithme simple
(tab. 3.1).

Les réalisations d’états obtenues à l’aide de l’algorithme(tab. 3.1),x̃i
t, i =

1, . . . , n sont des représentants de la mesureπ̃t(dx) = P (Xt ∈ dx|Bε(y1:t)). On
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peut ainsi construire l’estimation empirique

π̃n
t =

1

n

n∑

i=1

δx̃i
t
.

On est alors en mesure d’estimer la densitép
(
xt|Bε(y1:t)

)
en convoluant cette

mesure empirique. On obtient ainsi l’estimation :

pn
(
xt|Bε(y1:t)

)
=

1

n

n∑

i=1

Khn(xt − x̃i
t)

L’obtention du résultat suivant est immédiate :

Théorème 3.4.1 (convergence en moyenne quadratique)
Si le noyauK est de Parzen-Rosenblatt, alors

lim
n→∞

hn = 0

lim
n→∞

nhd
n = ∞

}

=⇒ lim
n→∞

IE[pn
(
xt|Bε(y1:t)

)
− p

(
xt|Bε(y1:t)

)
]2 = 0

L’espérance est calculée ici par rapport à toutes les variables simulées pour
une trajectoire d’observationy1:t fixée.

Démonstration :
Ce résultat est une application directe du théorème A.1.1

Remarque : Il est possible, en ajoutant quelques hypothèses, de construire
une estimation dep(xt|y1:t). Cette approche est développée dans la suite. Pour
ce faire, il faut caractériser la proximité entrep

(
xt|Bε(y1:t)

)
et la densité que

l’on cherche à estimer :p
(
xt|y1:t

)
. Dans cette optique, exprimons tout d’abord

p
(
xt|Bε(y1:t)

)
comme une densité conditionnelle ponctuelle :

Lemme 3.4.1 SipY etpXY (xt, .) sont continues surBε(y1:t) alors il existeε1, ε2 ∈
Bε(0IRt) tel que

p
(
xt|Bε(y1:t)

)
=
pXY (xt, y1:t + ε2)

pY (y1:t + ε1)

Démonstration : D’après le théorème de Bayes

p
(
xt|Bε(y1:t)

)
=

∫
Bε(y1:t)

pXY (xt, u1:t)du1:t∫
Bε(y1:t)

pY (u1:t)du1:t
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Par définition d’une intégrale

vol(Bε(y1:t)) inf
Bε(y1:t)

pY (u1:t) ≤
∫

Bε(y1:t)

pY (u1:t)du1:t ≤ vol(Bε(y1:t)) sup
Bε(y1:t)

pY (u1:t)

CommepY est continue sur le compactBε(y1:t), il existeym, yM ∈ Bε(y1:t) tels
quepY (ym) = infBε(y1:t) pY (u1:t) et pY (yM) = supBε(y1:t)pY (u1:t). L’expression
précédente s’écrit aussi

vol(Bε(y1:t))pY (ym) ≤
∫

Bε(y1:t)

pY (u1:t)du1:t ≤ vol(Bε(y1:t))pY (yM).

Soit la fonction

D : [0, 1] → IR

α 7→
∫

Bε(y1:t)

pY (u1:t)du1:t − vol(Bε(y1:t))pY (ym × (1 − α) + yM × α)

elle est continue,D(0) ≥ 0 etD(1) ≤ 0. Il existe d’après le théorème des valeurs
intermédiaires,α0 ∈ [0, 1] tel queD(α0) = 0. CommeBε(y1:t) est convexe,̃y =

(1 − α0) × ym + α0 × yM ∈ Bε(y1:t) et doncỹ − y1:t = ε1 ∈ Bε(0IRt).
Donc ∫

Bε(y1:t)

pY (u1:t)du1:t = vol(Bε(y1:t))pY (y1:t + ε1).

Ce qui achève la première partie de la démonstration.

De même :

vol(Bε(y1:t)) inf
Bε(y1:t)

pXY (xt, u1:t) ≤
∫

Bε(y1:t)

pXY (xt, u1:t)du1:t

et ∫

Bε(y1:t)

pXY (xt, u1:t)du1:t ≤ vol(Bε(y1:t)) sup
Bε(y1:t)

pXY (xt, u1:t)

En appliquant exactement le même raisonnement que précédemment, on en
déduit qu’il existeε2 = ε2(xt) ∈ Bε(0IRt) tel que

∫

Bε(y1:t)

pXY (xt, u1:t)du1:t = vol(Bε(y1:t))pXY (xt, y1:t + ε2).

Ce qui termine la démonstration du lemme 3.4.1.
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Théorème 3.4.2Si pour toutxt, pY et pXY (xt, .) sont continues surBε(y1:t),
alors

lim
ε→0

|p(xt|y1:t) − p
(
xt|Bε(y1:t)

)
| = 0

Démonstration : D’après le lemme 3.4.1 on a

|p(xt|y1:t) − p
(
xt|Bε(y1:t)

)
| = |pXY (xt, y1:t)

pY (y1:t)
− pXY (xt, y1:t + ε2)

pY (y1:t + ε1)
|

commelimε→0 ε1 = 0 et que pour toutxt, limε→0 ε2 = 0 on a le résultat.

Théorème 3.4.3Si pour toutxt, pY et pXY (xt, .) sont continues surBε(y1:t),
alors

lim
ε→0

∫
|p(xt|y1:t) − p

(
xt|Bε(y1:t)

)
|dxt = 0

Démonstration : D’après le lemme 3.4.1 on a

D(xt, ε) = p(xt|y1:t) − p
(
xt|Bε(y1:t)

)

=
pXY (xt, y1:t)

pY (y1:t)
− pXY (xt, y1:t + ε2)

pY (y1:t + ε1)

Toujours d’après le lemme 3.4.1limε→0 ε1 = 0 et pour toutxt, limε→0 ε2 = 0 on a
donclimε→0D(xt, ε) = 0 pour toutxt.
D’après le théorème de Scheffe (Devroye[47] p2-p25)

∫
|D(xt, ε)|dxt = 2

∫
D(xt, ε)+dxt

avec

D(xt, ε)+ =

{
D(xt, ε) siD(xt, ε) > 0

0 sinon

or pour toutxt limε→0D(xt, ε)+ = 0 etD(xt, ε) ≤ pX|Y le théorème de conver-
gence dominée entraîne le résultat.

Comme nous l’avons évoqué précédemment,pn
(
xt|Bε(y1:t)

)
est aussi un esti-

mateur dep(xt|y1:t), à condition queε→ 0.
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Convergence ponctuelle

Corollaire 3.4.3.1 Si le noyauK est de Parzen-Rosenblatt alors

lim
n→∞

hn = 0

lim
n→∞

nhd
n = ∞

}
=⇒ lim

ε → 0

n → ∞

IE[pn
(
xt|Bε(y1:t)

)
− p(xt|y1:t)]

2 = 0

L’espérance est calculée ici par rapport à toutes les variables simulées pour
une trajectoire d’observationy1:t fixée.

Démonstration :

IE[pn
(
xt|Bε(y1:t)

)
− p(xt|y1:t)]

2 ≤ IE[pn
(
xt|Bε(y1:t)

)
− p

(
xt|Bε(y1:t)

)
]2

+[p
(
xt|Bε(y1:t)

)
− p(xt|y1:t)]

2

Or d’après le théorème 3.4.1, pour toutε ∈ IR+ on a

lim
n→∞

hn = 0

lim
n→∞

nhd
n = ∞

}

=⇒ lim
n→∞

IE[pn
(
xt|Bε(y1:t)

)
− p

(
xt|Bε(y1:t)

)
]2 = 0

et d’après le théorème 3.4.2 on a aussi

lim
ε→0

[p
(
xt|Bε(y1:t)

)
− p(xt|y1:t)]

2 = 0

On en déduit le résultat.

Ces résultats sont très intéressants puisqu’ils assurent la convergence du filtre
avec sélection vers le filtre optimal. De plus, l’asymptotique de la convergence est
indépendante du tempst. Cependant il ne faut pas perdre de vue que ce gain théo-
rique se traduit par une augmentation significative du tempsde calcul en pratique.

Le résultat du corollaire précédent peut aussi s’obtenir d’une autre manière.
Il suffit de considérerpn

(
xt|Bε(y1:t)

)
comme une forme particulière de l’estima-

tion de la densité conditionnelle dext sachanty1:t. SoitN le nombre de données
qu’il a fallu générer pour en obtenirn, (x̃i

t, ỹ
i
1:t) telles queỹi

1:t ∈ Bεn(y1:t) pour
i = 1, . . . , n. C’est à direN correspond au nombre d’étape d’initialisation de
l’algorithme (tab. 3.1). Alors en prenant pourK2 la densité uniforme sur la boule
B1(01:t) ethN = ε, l’estimation dep(xt|y1:t) suivante :
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pN
X|Y (xt|y1:t) =

∑N
i=1K

1
hN

(xt − x̃i
t)K

2
hN

(y1:t − ỹi
1:t)∑N

i=1K
2
hN

(y1:t − ỹi
1:t)

. (3.3)

correspond bien àpn
(
xt|Bε(y1:t)

)
. Cette estimation (3.3), étant un filtre à mémoire

complète, sa convergence est assujettie à l’hypothèselimN→∞Nhtq+d
N = ∞. Ce

nombreN est aléatoire mais dépend den et ε. Le lemme suivant précise le lien
entren etN , ce qui permettra, par la suite, d’obtenir certains résultats de conver-
gence du filtre avec sélection. A présent, on va faire décroître ε vers zéro en fonc-
tion den, on introduit donc la notationεn.

Lemme 3.4.2 SoitN le nombre de données qu’il aurait fallu générer pour en
obtenirn, (x̃i

t, ỹ
i
1:t) telles quẽyi

1:t ∈ Bεn(y1:t) pour i = 1, . . . , n.
Si la densité des observationsPY est continue surBεn(y1:t) et positive eny1:t, si
K2 est un noyau symétrique à support compact alors on peut trouver hN de la
formehN = εn/δ tel queKhN

soit nul en dehors deBεn(y1:t) et lorsquen → ∞,
il existeb ∈ IR+ tel que

lim
n→∞

n

Nhtq
N

= b ps

lim
n→∞

n

log n
εtq
n

× logN

Nhtq
N

= b ps

Démonstration :

Tout d’abord, siK2 est un noyau à support compact symétrique, il existeδ > 0

tel que pour tout‖x‖ > δ,K2(x) = 0 et si‖x‖ ≤ δ alorsK2(x) > 0. En prenant,
hN = εn/δ, on a bien queK2

hN
est nul en dehors deBε(y1:t), ce qui montre le

premier point.

D’après la loi forte des grands nombres pourε fixé,

lim
n→∞

n/N = lim
n→∞

P (Bε(y1:t)) ps

Autrement dit,n/N correspond à l’estimateur empirique de la proportionP (Bε(y1:t)).
Pour s’assurer de la convergence den/N versP (Bεn(y1:t)), lorsqueεn, il est né-
cessaire que la convergence de l’estimateur de la proportion soit uniforme. Le
lemme suivant garantit ce résultat :
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Lemme 3.4.3 Soitpn l’estimateur empirique d’une proportionp, on a

P ( sup
p∈[0,1]

|pn − p| > ε) ≤ 8(n+ 1) exp{−nε
2

32
}

i.e.pn converge uniformément p.s., enp, versp.

Démonstration du Lemme : Le résultat repose sur le théorème de Vapnik &
Chervonenkis (cf . Devroye & al. [50]). On a

P ( sup
p∈[0,1]

|pn − p| > ε) = P (sup
A∈A

|νn(A) − ν(A)| > ε)

où
A = {[0, p]; p ∈ [0, 1]}
ν(A) = P (Zi ∈ A|Zi ∼ U [0, 1]) = p

νn(A) = 1
n

∑n
1=1 1IA(Zi) = pn

D’après le théorème de Vapnik & Chervonenkis, on a l’inégalité suivante

P (sup
A∈A

|νn(A) − ν(A)| > ε) ≤ 8s(A, n) exp{−nε
2

32
}

où s(A, n) = n + 1 est le coefficient de recouvrement deA (“the shatter coeffi-
cient”).
Comme la série de terme général8(n + 1) exp{−nε2

32
} est convergente, on a que

la convergence depn versp est presque sûrement uniforme enp.
Fin de la démonstration du Lemme.

D’autre part, d’après le théorème de Lebesgue, on a

∫
Bεn (y1:t)

pY (u)du

εtqn
=

P
(
Bεn(y1:t)

)

εtqn
→ pY (y1:t) lorsquen→ ∞

Commen/N → P
(
Bεn(y1:t)

)
presque sûrement, on en déduit

n

Nεtqn
→ pY (y1:t) p.s. lorsquen→ ∞
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Si on poseb = pY (y1:t), on a

lim
n→∞

n

Nεtqn
= b ps

lim
n→∞

nεdn

Nεtq+d
n

= b ps

lim
n→∞

nεdn

Nhtq+d
N

= bδtq+d ps

Montrons à présent le second point : on a

n ≈ bNεtqn p.s. lorsquen ≈ ∞

on en déduit

logN ≈ log
n

εtqn
− log b p.s. lorsquen ≈ ∞

soit encore

lim
n→∞

logN

log n
εtq
n

= 1 p.s.

Finalement

lim
n→∞

n

log n

εtq
n

× logN

Nhtq
N

= b p.s.

Théorème 3.4.4Les observations sont supposées générées suivant l’algorithme
de sélection sur la bouleBεn(y1:t). Si les hypothèses suivantes sont vérifiées :
- Les noyauxK1 etK2 sont de Parzen-Rosenblatt
- La densité des observationspY est bornée et est continue surBεn(y1:t)

- K2 est un noyau symétrique à support compact
- hN est tel queK2

hN
soit nul en dehors deBεn(y1:t)

Alors presque sûrement

lim
n→∞

εn = 0

lim
n→∞

nεdn = ∞

}

=⇒ lim
n→∞

IE[pn
(
xt|Bεn(y1:t)

)
− p(xt|y1:t)]

2 = 0
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L’espérance est calculé par rapport à toutes les variables simulées, pour une
trajectoire d’observationsy1:t fixée.

Démonstration :
Lesn observations(x̃i

t, ỹ
i
1:t) utilisées pour construirepn

(
xt|Bεn(y1:t)

)
sont issues

de la loiµt mais ne sont pas de bons représentants puisqu’elles sont issues d’un
tri. Soit N le nombre d’observations(x̄i

t, ȳ
i
1:t) simulées pour en obtenirn dans

Bε(y1:t). En prenant un noyauK2 à support compact ethN tel que toutes les
observations en dehors deBεn(y1:t) aient un poids nul on peut écrire

pn
(
xt|Bεn(y1:t)

)
= pN

X|Y (xt|y1:t)

=

∑N
i=1K

1
hN

(xt − x̄i
t)K

2
hN

(y1:t − ȳi
1:t)∑N

i=1K
2
hN

(y1:t − ȳi
1:t)

avec(x̄i
t, ȳ

i
1:t) de bons représentants deµt, c’est à dire non triés. Cette démonstra-

tion s’inspire de la démonstration du théorème 3.2.1 :

pN(xt|y1:t) − p(xt|y1:t) =
pN(xt|y1:t)

IE[pN
Y (y1:t)]

(
IE[pN

Y (y1:t)] − pN
Y (y1:t)

)

+
pN

XY (xt, y1:t) − pXY (xt, y1:t)

IE[pN
Y (y1:t)]

+
(pXY (xt, y1:t)

IE[pN
Y (y1:t)]

− pXY (xt, y1:t)

pY (y1:t)

)

Comme d’après le lemme 3.4.2εn = δhN et limn→∞
nεd

n

Nhtq+d
N

→ b ∈ IR+ p.s., on

a limn→∞ hN = 0 p.s. etlimn→∞Nhtq
N = ∞ p.s., en appliquant le Lemme A.1.1

(Bochner) on a que

lim
n→∞

IE[pN
Y (y1:t)] = pY (y1:t) p.s. (3.4)

En effet :
IE[pN

Y (y1:t)] = IE[IE[pN
Y (y1:t)|N ]]

= IE[IE[KhN
(ȳ1

1:t − y1;t)|N ]]

CommeIE[KhN
(ȳ1

1:t − y1;t)|N ] ≤ supy1:t
pY (y1:t), d’après le théorème de conver-

gence dominée on a

lim
n→∞

IE[pN
Y (y1:t)] = IE[ lim

n→∞
IE[KhN

(ȳ1
1:t − y1;t)|N ]]
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commelimn→∞ hN = 0 p.s., on en déduit (3.4). Et (3.4) entraîne

lim
n→∞

(pXY (xt, y1:t)

IE[pN
Y (y1:t)]

− pXY (xt, y1:t)

pY (y1:t)

)
= 0.

Le théorème A.1.1 entraîne que silimn→∞ hN = 0 et limn→∞Nhtq
N = ∞ alors

lim
N→∞

IE[pN
XY (xt, y1:t) − pXY (xt, y1:t)|N ]2 = 0

Il existe donc unM > 0 et unNM tel que pour toutN > NM

IE[pN
XY (xt, y1:t) − pXY (xt, y1:t)|N ]2 ≤M

D’après le théorème de convergence dominée on a

limn→∞ IE[pN
XY (xt, y1:t) − pXY (xt, y1:t)]

2

= IE[limn→∞ IE[pN
XY (xt, y1:t) − pXY (xt, y1:t)|N ]2]

Commen→ ∞ entraînehN → 0 p.s. etNhtq
N → ∞ p.s., on en déduit

lim
n→∞

IE[pN
XY (xt, y1:t) − pXY (xt, y1:t)|N ]2 = 0 p.s.

soit encore
lim

n→∞
IE[pN

XY (xt, y1:t) − pXY (xt, y1:t)]
2 = 0 p.s.

On en déduit

lim
n→∞

IE[
pN

XY (xt, y1:t) − pXY (xt, y1:t)

IE[pN
Y (y1:t)]

]2 = 0 p.s.

Il ne reste plus qu’a étudier le comportement de

IE
[ pN(xt|y1:t)

IE[pN
Y (y1:t)]

(
IE[pN

Y (y1:t)] − pN
Y (y1:t)

)]2

D’après la démonstration du théorème 3.2.1, il existe une suite positiveAN →
A ∈ IR+ telle que

Nhtq+d
N IE

[ pN
X|Y

IE[pN
Y (y1:t)]

(
IE[pN

Y ] − pN
Y

)∣∣∣N ]2 ≤ AN

On peut donc encore utiliser le théorème de convergence dominée et le lemme
3.4.2 permet de conclure la démonstration.
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Théorème 3.4.5 (convergence ps)Les observations sont supposées générées sui-
vant l’algorithme de sélection sur la bouleBεn(y1:t). Si les hypothèses suivantes
sont vérifiées :
- Les noyauxK1 etK2 sont de Parzen-Rosenblatt positifs et bornés
- La densité des observationspY est continue surBεn(y1:t) et positive eny1:t.
- La densité conjointep(xt, y1:t) est continue au point(xt, y1:t)

- K2 est un noyau symétrique à support compact
- hN est tel queK2

hN
soit nul en dehors deBεn(y1:t)

Alors

lim
n→∞

εn = 0

lim
n→∞

n

log n
εtq
n

= ∞




 =⇒ lim
n→∞

pn
(
xt|Bεn(y1:t)

)
= p(xt|y1:t) ps

Démonstration : Le résultat s’obtient de la même manière que la démonstra-
tion du théorème 3.4.4. On se ramène à

pn
(
xt|Bεn(y1:t)

)
= pN

X|Y (xt|y1:t)

Puis le lemme 3.4.2 et le théorème 3.2.2 permettent de conclure.

Convergence uniforme

Comme pour le cas précédent on s’intéresse aux propriétés del’estimation
pn

(
xt|Bεn(y1:t)

)
définie par (3.3).

Théorème 3.4.6 (convergenceL1 ps) Si les noyauxK1 et K2 sont de Parzen-
Rosenblatt, positifs et bornés, sipY est positive et continue au pointy1:t et si
xt 7→ p(xt, y1:t) est continue presque partout alors

limn→∞ εn = 0

limn→∞
n

log n

ε
tq
n

= ∞ =⇒ lim
n→∞

∫
|pn

(
xt|Bεn(y1:t) − pn(xt|y1:t)|dxt = 0 ps

Démonstration : Le résultat découle du théorème 3.4.5 et du théorème de Glick
A.1.4.
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Théorème 3.4.7 (vitesse de convergence L1 intégrée)
Les observations sont supposées générées suivant l’algorithme de sélection

sur la bouleBε(y1:t). Si les hypothèses suivantes sont vérifiées :

- Les densitéspY etpXY appartiennent àW s,1

- Les noyauxK̃1 ∈ L1(IR
tq+d) etK2 ∈ L1(IR

tq) sont de classes ≥ 1.
- Pour certainsε > 0 on a pour(K, f, a) = {(K1, pXY , tq + d), (K2, pY , tq)}∫
‖x‖a+εK(x)2dx <∞ et

∫
(1 + ‖x‖a+ε)f(x)dx <∞.

- Le noyauK2 est symétrique à support compact,
- hN est tel queK2

hN
soit nul en dehors deBεn(y1:t)

Alors presque sûrement pour toutεn > 0,

IE
[ ∫

|pn
(
xt|Bεn(y1:t)

)
− p(xt|y1:t)|dxt

]
= O(εsn) + O(1/

√
nεdn)

L’espérance est calculée par rapport à toutes les variablessimulées ainsi que
par rapport à la trajectoire d’observationsy1:t.

Démonstration :
D’après les considérations faites dans la démonstration duthéorème 3.4.4, si

N désigne le nombre d’observations qu’il aurait fallu générer pour en obtenirn
dont l’observation soit dansBεn(y1:t), d’après la démonstration du théorème 3.2.4,
on a

IEy1:t

[ ∫
|pn

(
xt|Bεn(y1:t)

)
− p(xt|y1:t)|dxt

]
≤ ‖pN

XY − pXY ‖L1 + ‖pN
Y − pY ‖L1.

On en déduit

IE
[
‖pn

X|BεnY − pX|Y ‖L1

]
≤ IE[‖pn

XY − pXY ‖L1] + IE[‖pn
Y − pY ‖L1].

d’après le corollaire A.1.10.1

IE
[
‖pn

X|Y − pX|Y ‖L1

]
= O(hs

n) +O(1/
√
Nhtq+d

n ) +O(hs
n) +O(1/

√
Nhtq

n )

= O(hs
n) +O(1/

√
Nhtq+d

n )

le lemme 3.4.2 permet de conclure.

Ce filtre avec sélection est plus satisfaisant que le filtre à mémoire tronquée
puisqu’il n’est pas nécessaire d’ajouter une hypothèse surle modèle. De plus, la
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qualité de l’estimation est liée àε dont le choix est à la charge de l’utilisateur et
comme nous le montrerons dans la suite, le nombren d’observations à générer
n’est pas dépendant du temps.
Cependant, avant d’envisager son utilisation pour effectuer du filtrage en ligne,
il est impératif d’étudier le choix de la valeur deε : plus ε sera petit, plus l’es-
timation sera de qualité, mais, plus le temps requis pour réaliser les générations
d’observations, et donc calculer l’estimation sera long.

Cette inconstance du temps de calcul du filtre avec sélectionsuivant les valeurs
deε va à l’encontre du filtrage en ligne. Un filtre construit à l’aide d’une procédure
de sélection moins brutale ne devrait pas connaître ces difficultés. Le dernier filtre
que nous proposons, dans la partie suivante, s’appuie donc sur une procédure de
sélection comparable à celle des filtres particulaires avecinteraction.

3.5 Filtre par noyaux avec ré-échantillonnage

Nous envisageons une méthode de sélection des trajectoiresmoins violente
que la précédente, inspirée des filtres particulaires avec interactions développés
par Pierre Del Moral ([40][38]). Pour ces derniers, toutes les trajectoires n’ont pas
les mêmes chances de continuer à évoluer. Il en est de même dans la méthode que
nous proposons maintenant, à la différence près que la sélection s’effectue sans
utiliser la vraisemblance des observations. En effet, dansnotre cas, la sélection
peut encore s’effectuer avec l’estimation par noyau de convolution de la densité
de l’observation.
Cette approche semble a priori avoir les mêmes avantages queles filtres particu-
laires avec interactions : les trajectoires conservées restent dans la zone de l’espace
intéressante au vu des observationsy1:t. Ainsi la qualité du filtre devrait se dégra-
der moins vite dans le temps.
Cependant, notre méthode, s’appuyant sur un échantillonnage suivant l’estimation
de la densité, offre plusieurs avantages : la diversité des particules est conservée
et aussi leur indépendance.

Décrivons à présent une procédure de filtrage par noyaux de convolution avec
une étape de ré-échantillonnage à chaque pas de temps, avecpn

0 = p0 et t ≥ 0 :
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Etape 1 : Génération den états

x̄i
t ∼ pn

t pouri = · · · , n

Etape 2 : Génération desn particules

Pour touti = · · · , n on obtient̃zi
t+1 = (x̃i

t+1, ỹ
i
t+1)

en appliquant le système (3.2) àx̄i
t.

Etape 3 : Estimation du filtre optimal :

pn
t+1(xt+1|y1:t+1) =

∑n
i=1Khn(zt+1 − z̃i

t+1)∑n
i=1Khn(yt+1 − ỹi

t+1)

t = t+ 1 puis retour à l’étape 1

Remarque : dans ce filtre, le conditionnement pary1:t, non explicite dans la
construction de l’estimateur de la densité, est pris en compte au travers de la loi
pn

t qui sert à l’étape 1, à générer les particules.

Un grand nombre de variantes sont envisageables, notammenten ce qui concerne
le ré-échantillonnage à l’étape 1. Plus précisément, selonla nature du système dy-
namique, il n’est pas forcément utile de ré-échantillonnerà chaque instant. Pour
répondre à cette question, dans le cadre des filtres particulaires, Liu([92],[96]) a
introduit un critère de décision basé sur la variance des poids associés aux parti-
cules, une adaptation à cette approche est certainement envisageable.

Les théorèmes suivants garantissent la consistance du filtre avec ré-échantillonnage.
Tout d’abord introduisons la variation totale entre le filtre optimal et son estima-
tion obtenue par le filtre avec ré-échantillonnage à l’instant t. Soit

∆n,t =
1

2
‖pn

t (xt|y1:t) − pt(xt, |y1:t)‖L1 (3.5)

Théorème 3.5.1SiK est un noyau de Parzen-Rosenblatt positif, sip(·|y1:t−1) est
continue et positive enyt pour toutt, sihq

n,t+1 = o(∆n,t) alors
{

limn→∞
nhd+q

n,t

log n
= ∞

limn→∞ hn,t = 0
=⇒ lim

n→∞
‖pn

t (xt|y1:t) − pt(xt, |y1:t)‖L1 = 0 ps
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Démonstration : Montrons le théorème par récurrence surt. Pourt = 1 le
résultat est vrai d’après le Théorème 3.2.3. Supposons qu’il soit vrai jusqu’à l’ins-
tantt, montrons le pourt+ 1.

D’après l’hypothèse de récurrence on a

lim
n→∞

∆n = 0 ps

Soit p̄n
t , la densité construite à l’aide de l’échantillonx̄1

t , . . . , x̄
n
t tiré suivant

pn
t . Nous allons montrer qu’il existe un sous-échantillonx̄i1

t , . . . , x̄
iM
t qui com-

plété par un nouvel échantilloṅxi1
t , . . . , ẋ

iN
t , constitue un échantillon dept. La

technique employée s’inspire d’une démonstration de Devroye([47] p46-49) as-
surant la robustesse des estimateurs à noyaux.
Considérons les trois fonctions suivantes :

fn =
min(pn

t ,pt)

1−∆n

gn =
pn

t −min(pn
t ,pt)

∆n

kn =
pt−min(pn

t ,pt)

∆n

alors on a
pn

t = ∆n · gn + (1 − ∆n) · fn

pt = ∆n · kn + (1 − ∆n) · fn

Ainsi chaquēxi
t généré suivantpn

t est une réalisation degn avec une probabilité
∆n. Soient les variables aléatoiresZi qui valent 1 sīxi

t ∼ gn et 0 six̄i
t ∼ fn. LesZi

suivent donc une loi de BernoulliZi ∼ B(∆n) etNn =
∑
Zi suit une binomiale

Nn ∼ B(n,∆n).
SoitMn = n − Nn le nombre dēxi

t générés suivantpn
t qui sont des réalisations

defn. Notonsx̄i1
t , . . . , x̄

iM
t ce sous échantillon,1 ≤ i1 < · · · < iM ≤ n. Soient

IM = {i1, . . . , iM} et IN = {1, . . . , n} − IM . Considérons à présent l’échantillon
défini par

x̃i
t =

{
x̄i

t si i ∈ IM
ẋi

t avecẋi
t ∼ kn, si i ∈ IN

pouri = 1, . . . , n

Donc x̃1
t , . . . , x̃

n
t est un échantillon de loipt qui aMn éléments communs avec

x̄1
t , . . . , x̄

n
t , l’échantillon de loipn

t .
En appliquant le système dynamique auxx̄1

t , . . . , x̄
n
t et auxx̃i

t, pour i ∈ IN , on
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obtient(x1
t+1, y

1
t+1), . . . , (x

n
t+1, y

n
t+1) et(x̃i

t+1, ỹ
i
t+1), pouri ∈ IN . Ainsi on peut en-

core construire deux échantillons(x1
t+1, y

1
t+1), . . . , (x

n
t+1, y

n
t+1) et (x̃1

t+1, ỹ
1
t+1), . . .

. . . , (x̃n
t+1, ỹ

n
t+1) avecMn couples en commun.

Le premier sert à construire l’estimateur du filtre optimal fourni par le filtre avec
ré-échantillonnage :

pn
t+1(xt+1|y1:t+1) =

∑n
i=1Khn(xt+1 − xi

t+1)Khn(yt+1 − yi
t+1)∑n

i=1Khn(yt+1 − yi
t+1)

Le second, sert à construire l’estimateur à noyau classiquedu filtre optimal :

p̃n
t+1(xt+1|y1:t+1) =

∑n
i=1Khn(xt+1 − x̃i

t+1)Khn(yt+1 − ỹi
t+1)∑n

i=1Khn(yt+1 − ỹi
t+1)

L’expression ci-dessus, donne une estimation de la densitédext+1 conditionnelle-
ment auxy1:t+1, la seule présence, de la dernière observation,yt+1, dans l’expres-
sion découle du fait que tous les couples(xi

t+1, y
i
t+1), i = 1, . . . , n, sont générées

à partir dep(xt|y1:t). Les anciennes observationsy1:t interviennent donc de ma-
nière implicite.
Cet estimateur du filtre optimal sert à décomposer la distance L1 entre le filtre
optimal et son estimation par le filtre avec ré-échantillonnage :

‖pn
t+1(xt+1|y1:t+1) − pt+1(xt+1|y1:t+1)‖L1 ≤ ‖pn

t+1(xt+1|y1:t+1) − p̃n
t+1(xt+1|y1:t+1)‖L1

+‖p̃n
t+1(xt+1|y1:t+1) − pt+1(xt+1|y1:t+1)‖L1

Le Théorème 3.2.3, assure que

{
limn→∞

nhd+q
n,t

log n
= ∞

limn→∞ hn,t = 0
=⇒ lim

n→∞
‖p̃n

t+1(xt+1|y1:t+1)−pt+1(xt+1|y1:t+1)‖L1 = 0 ps

il reste donc uniquement à étudier le cas de

‖pn
t+1(xt+1|y1:t+1)−p̃n

t+1(xt+1|y1:t+1)‖L1 =

∫
|pn

t+1(xt+1|y1:t+1)−p̃n
t+1(xt+1|y1:t+1)|dxt+1

Soit

Dn(xt+1) = pn
t+1(xt+1|y1:t+1) − p̃n

t+1(xt+1|y1:t+1)
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alors, par définition :

Dn(xt+1) =

∑n
i=1Khn(xt+1 − xi

t+1)Khn(yt+1 − yi
t+1)∑n

i=1Khn(yt+1 − yi
t+1)

−
∑n

i=1Khn(xt+1 − x̃i
t+1)Khn(yt+1 − ỹi

t+1)∑n
i=1Khn(yt+1 − ỹi

t+1)

=

∑n
i=1Khn(xt+1 − xi

t+1)Khn(yt+1 − yi
t+1)∑n

i=1Khn(yt+1 − yi
t+1)

−
∑n

i=1Khn(xt+1 − xi
t+1)Khn(yt+1 − yi

t+1)∑n
i=1Khn(yt+1 − ỹi

t+1)

+

∑n
i=1Khn(xt+1 − xi

t+1)Khn(yt+1 − yi
t+1)∑n

i=1Khn(yt+1 − ỹi
t+1)

−
∑n

i=1Khn(xt+1 − x̃i
t+1)Khn(yt+1 − ỹi

t+1)∑n
i=1Khn(yt+1 − ỹi

t+1)

il suit

|Dn(xt+1)| ≤
n∑

i=1

Khn(xt+1 − xi
t+1)Khn(yt+1 − yi

t+1)

×
∣∣∣

1∑n
i=1Khn(yt+1 − yi

t+1)
− 1∑n

i=1Khn(yt+1 − ỹi
t+1)

∣∣∣

+
1∑n

i=1Khn(yt+1 − ỹi
t+1)

∣∣∣
n∑

i=1

Khn(xt+1 − xi
t+1)Khn(yt+1 − yi

t+1)

−
n∑

i=1

Khn(xt+1 − x̃i
t+1)Khn(yt+1 − ỹi

t+1)
∣∣∣
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Du fait que(x̃i
t+1, ỹ

i
t+1) = (xi

t+1, y
i
t+1) pouri ∈ IM , il découle

|Dn(xt+1)| ≤
∑n

i=1Khn(xt+1 − xi
t+1)Khn(yt+1 − yi

t+1)∑n
i=1Khn(yt+1 − ỹi

t+1)
∑n

i=1Khn(yt+1 − yi
t+1)

×
∣∣∣
∑

i∈IN

Khn(yt+1 − yi
t+1) −

∑

i∈IN

Khn(yt+1 − ỹi
t+1)

∣∣∣

+
1∑n

i=1Khn(yt+1 − ỹi
t+1)

∣∣∣
∑

i∈IN

Khn(xt+1 − xi
t+1)Khn(yt+1 − yi

t+1)

−
∑

i∈IN

Khn(xt+1 − x̃i
t+1)Khn(yt+1 − ỹi

t+1)
∣∣∣

Comme le noyau est une densité, on en déduit

∫
|Dn(xt+1)|dxt+1 ≤

∣∣∣
∑

i∈IN
Khn(yt+1 − yi

t+1) −
∑

i∈IN
Khn(yt+1 − ỹi

t+1)
∣∣∣

∑n
i=1Khn(yt+1 − ỹi

t+1)

+

∑
i∈IN

Khn(yt+1 − yi
t+1) +

∑
i∈IN

Khn(yt+1 − ỹi
t+1)∑n

i=1Khn(yt+1 − ỹi
t+1)

Finalement on obtient

∫
|Dn(xt+1)|dxt+1 ≤ 2

∑
i∈IN

Khn(yt+1 − yi
t+1) +

∑
i∈IN

Khn(yt+1 − ỹi
t+1)∑n

i=1Khn(yt+1 − ỹi
t+1)

≤ 2Nn

n

1
Nn

∑
i∈IN

Khn(yt+1 − ỹi
t+1) + 1

Nn

∑
i∈IN

Khn(yt+1 − yi
t+1)

1
n

∑n
i=1Khn(yt+1 − ỹi

t+1)

≤ 2
Nn

nhq
n

2 max K
1
n

∑n
i=1Khn(yt+1 − ỹi

t+1)

Le Théorème 3.2.2, assure que

1

n

n∑

i=1

Khn(yt+1 − ỹi
t+1) → p(yt+1|y1:t) ps

et par hypothèsep(yt+1|y1:t) > 0.
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Donc pour assurer la convergence de‖Dn‖L1 il suffit de montrer queNn/(nh
q
n,t+1)

tend vers zéro presque sûrement. Or,Nn/n est l’estimation fréquentiste de la pro-
portion ∆n,t. Comme∆n/h

q
n,t+1 → 0 ps, pour queNn/(nh

q
n,t+1) tende aussi

vers zéro presque sûrement, il suffit de s’assurer que la convergence de l’estima-
teur empirique,pn, d’une proportion proportion,p, est uniforme enp. Comme le
lemme 3.4.3 assure ce résultat, on en déduit donc

|Nn

n
− ∆n| → 0 ps

comme∆n → 0 ps on a encore

Nn

n
→ 0 ps

ce qui achève la démonstration du Théorème.

Le théorème 3.5.1 garantit la consistance du filtre avec ré-échantillonnage.
Cependant, il n’est pas aisé de déterminer une suitehn,t vérifiant les conditions
du théorème. En ajoutant, une contrainte de bornitude sur lavraisemblance des
observations du modèle, il est possible d’établir ce résultat pour une une largeur
de fenêtrehn homogène au cours du temps. ce résultat est établi par le théorème
suivant :

Théorème 3.5.2SiK est un noyau de Parzen-Rosenblatt positif, sip(·|y1:t−1) est
continue et positive enyt pour toutt, s’il existeM > 0 tel quep(yt|xt) ≤M pour
tout t, s’il existeα ∈]0, 1[ tel quenh2q

n = O(nα) alors
{

limn→∞
nhd+q

n

log n
= ∞

limn→∞ hn = 0
=⇒ lim

n→∞
‖pn

t (xt|y1:t) − pt(xt, |y1:t)‖L1 = 0 ps

Démonstration : Le début de la démonstration est identique au début de la
démonstration du théorème 3.5.1, jusqu’à l’inégalité :
∫

|Dn(xt+1)|dxt+1 ≤ 2

∑
i∈IN

Khn(yt+1 − yi
t+1) +

∑
i∈IN

Khn(yt+1 − ỹi
t+1)∑n

i=1Khn(yt+1 − ỹi
t+1)

≤ 2Nn

n

1
Nn

∑
i∈IN

Khn(yt+1 − ỹi
t+1) + 1

Nn

∑
i∈IN

Khn(yt+1 − yi
t+1)

1
n

∑n
i=1Khn(yt+1 − ỹi

t+1)

≤ 2Nnh
q
Nn

nhq
n

1
Nn

∑
i∈IN

K(
yt+1−ỹi

t+1
hn

)

hq
Nn

+ 1
Nn

∑
i∈IN

K(
yt+1−yi

t+1
hn

)

hq
Nn

1
n

∑n
i=1Khn(yt+1 − ỹi

t+1)



3.5 Filtre par noyaux avec ré-échantillonnage 99

Le Théorème 3.2.2, assure que

1

n

n∑

i=1

Khn(yt+1 − ỹi
t+1) → p(yt+1|y1:t) ps

et par hypothèsep(yt+1|y1:t) > 0.

Montrons à présent que1
Nn

∑
i∈IN

K(
yt+1−ỹi

t+1
hn

)

hq
Nn

et 1
Nn

∑
i∈IN

K(
yt+1−yi

t+1
hn

)

hq
Nn

sont

presque sûrement bornées asymptotiquement. Considérons tout d’abord le pre-
mier terme et par alléger les notations soit

Xi =
K(

yt+1−ỹi
t+1

hn
)

hq
Nn

pour touti ∈ IN . SoientMn = IE[Xi|Ft] etZi = Xi−Mn avecFt l’ensemble les
variables simulées jusqu’à l’instantt. Les variableZ1, . . . , Zn sont identiquement
distribuées et indépendantes conditionnellement àFt.
On a

IE[(

Nn∑

i=1

Zi)
4] = NnIE[Z4

1 ] +
Nn(Nn − 1)

2
IE[Z2

1 ]
2

car IE[ZiZjZkZl] = IE[IE[Zi|Ft]IE[ZjZkZl|Ft]] = 0 pour tout triplet(j, k, l) de
{1, . . . , n} − i. On en déduit, d’après l’inégalité de Markov-Tchebychev

P (
∣∣ 1

Nn

Nn∑

i=1

Zi

∣∣ > ε) ≤
∣∣ 1
Nn

∑Nn

i=1 Zi

∣∣4

ε4

≤ IE[Z4
1 ]

N3
nε

4
+

IE[Z2
1 ]2

2N2
nε

4
(3.6)

Etudions à présent les termesIE[Z2
1 ] et IE[Z4

1 ] :

IE[Z2
1 ] = IE[IE[Z2

1 |Ft]]

= IE[IE[X2
1 |Ft] − IE[Xi|Ft]

2]

≤ IE[IE[X2
1 |Ft]]
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Or

IE[X2
1 |Ft] =

∫
K(

yt+1−ỹi
t+1

hn
)2

h2q
Nn

p̃(ỹt+1|y1:t)dỹt+1

=

∫
hnK(u)2

h2q
Nn

p̃(yt+1 − hu|y1:t)du

≤
∫
K(u)2

hq
Nn

Mdu

≤ M1

hq
Nn

avecM1 = M
∫
K2. M est la borne supérieure de la vraisemblance d’une obser-

vation connaissant l’état,M existe par hypothèse. On a bienp̃(ỹt+1|y1:t) ≤M car
bien que cette densité desỹt+1 découle d’une loi jointẽp(x̃t+1, ỹt+1|y1:t) le lien
entrex̃t+1 et ỹt+1 est conforme au modèle. En effet,ỹt+1 s’obtient en appliquant
l’équation d’observation du système àx̃t+1. Ainsi on peut écrire

p̃(ỹt+1|y1:t) =

∫
p̃(x̃t+1, ỹt+1|y1:t)dx̃t+1

=

∫
p(ỹt+1|x̃t+1)p̃(x̃t+1|y1:t)dx̃t+1

≤
∫
Mp̃(x̃t+1|y1:t)dx̃t+1

≤ M

On obtient finalement

IE[Z2
1 ] ≤

M1

hq
Nn

. (3.7)

A présent étudions le cas deIE[Z4
1 ] :

IE[Z4
1 ] = IE[IE[Z4

1 |Ft]]

= IE
[
IE[X4

1 |Ft] − 4IE[X3
i |Ft]IE[Xi|Ft] − 4IE[Xi|Ft]IE[Xi|Ft]

3

+6IE[X2
i |Ft]IE[Xi|Ft]

2 + IE[X1|Ft]
4
]

≤ IE
[
IE[X4

1 |Ft] + 6IE[X2
i |Ft]IE[Xi|Ft]

2
]

Or

IE[X2
1 |Ft] ≤

M1

hq
Nn
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IE[X1|Ft] ≤
Mhq

n

hq
Nn

et

IE[X4
1 |Ft] =

∫
K(

yt+1−ỹi
t+1

hn
)4

h4q
Nn

p̃(ỹt+1|y1:t)dỹt+1

=

∫
hq

nK(u)4

h4q
Nn

p̃(yt+1 − hu|y1:t)du

≤
∫
K(u)4

h3q
Nn

Mdu

≤ M2

h3q
Nn

avecM2 = M
∫
K4. On obtient

IE[Z4
1 ] ≤ M2

h3q
Nn

+ 6
M1

hq
Nn

M2h2q
n

h2q
Nn

(3.8)

En appliquant (3.7) et (3.8) à (3.6), on déduit finalement

P (
∣∣ 1

Nn

Nn∑

i=1

Zi

∣∣ > ε) ≤ M2

N3
nh

3q
Nn
ε4

+
6M1M

2

N3
nh

q
Nn
ε4

+
M2

1

2N2
nh

2q
Nn
ε4

Comme par hypothèse, il existeα > 0 tel queNh2q
N = O(Nα) la série de terme

général M2

N3
nh3q

Nn
ε4

+ 6M1M2

N3
nhq

Nn
ε4 +

M2
1

2N2
nh2q

Nn
ε4

est convergente. D’après le lemme de Bo-

rel Cantelli, on en déduit que1
Nn

∑Nn

i=1 Zi converge presque sûrement vers zéro
lorsqueNn tend vers l’infini. Soit encore

lim
Nn→∞

1

Nn

∑

i∈IN

K(
yt+1−ỹi

t+1

hn
)

hq
Nn

− IE[
K(

yt+1−ỹi
t+1

hn
)

hq
Nn

|Ft] = 0 ps

comme

0 ≤ IE[
K(

yt+1−ỹi
t+1

hn
)

hq
Nn

|Ft] ≤
Mhq

n

hq
Nn

où hn ≤ hq
Nn

. Donc 1
Nn

∑
i∈IN

K(
yt+1−ỹi

t+1
hn

)

hq
Nn

est presque sûrement asymptotique-

ment borné.
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En appliquant le même raisonnement à1
Nn

∑
i∈IN

K(
yt+1−yi

t+1
hn

)

hq
Nn

on aboutit exacte-

ment à la même conclusion.
Ainsi pourNn grand on a

∫
|Dn(xt+1)|dxt+1 ≤ 2Nnh

q
Nn

nhq
n

Mhq
n

hq
Nn

+ Mhq
n

hq
Nn

1
n

∑n
i=1Khn(yt+1 − ỹi

t+1)

≤ 4Nn

n

M
1
n

∑n
i=1Khn(yt+1 − ỹi

t+1)

Soit finalement pourn etNn grands

∫
|Dn(xt+1)|dxt+1 = O(

Nn

n
) ps

Comme on l’a montré lors de la démonstration du théorème 3.5.1, on a que
Nn

n
→ 0 presque sûrement. Ce qui termine la démonstration du théorème 3.5.2.

Comme pour les autres filtres, il est possible de préciser la vitesse de conver-
gence. C’est l’objet du théorème suivant.

Théorème 3.5.3 (vitesse de convergence L1 intégrée)

Si pour toutt les densitésp(yt|y1:t−1) = pY et p(xt, yt|y1:t−1) = pXY appar-
tiennent àW s,1 et les noyaux̃K1 ∈ L1(IR

q+d) etK2 ∈ L1(IR
q) sont de classes ≥

1. Si pour certainsε > 0 on a pour(K, f, a) = {(K̃1, pXY , q + d), (K2, pY , q)},∫
‖x‖a+εK(x)2dx <∞ et

∫
(1+ ‖x‖a+ε)f(x)dx <∞ alors pour touthn > 0 on

a

IE
[ ∫

|pn(xt|y1:t) − p(xt|y1:t)|dxt

]
= ut[O(hs

n) +O(1/

√
nhq+d

n )]

avecut = 2t − 1.

L’espérance est calculée par rapport à toutes les variablessimulées et à la trajec-
toire d’observationsy1:t.

Démonstration : Tout d’abord, effectuons une décomposition comparable à
celle de la démonstration du théorème 3.2.4 :
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pn(xt|y1:t) − p(xt|y1:t) =
pn

XY (xt, yt|y1:t−1)

pn
Y (yt|y1:t−1)

− pXY (xt, yt|y1:t−1)

pY (yt|y1:t−1)

=
pn

XY

pn
Y

− pXY

pY

=
pn

XY pY − pXY p
n
Y

pn
Y pY

=
pn

XY pY − pn
XY p

n
Y + pn

XY p
n
Y − pXY p

n
Y

pn
Y pY

=
pn

XY (pY − pn
Y ) + pn

Y (pn
XY − pXY )

pn
Y pY

=
1

pY

[
pn

XY − pXY + (pY − pn
Y )pn

X|Y

]

On en déduit que

|pn(xt|y1:t) − p(xt|y1:t)| ≤ |pn
XY (xt, yt|y1:t−1) − pXY (xt, yt|y1:t−1)|

pY (yt|y1:t−1)

+
|pY (yt|y1:t−1) − pn

Y (yt|y1:t−1)|pn
X|Y (xt|y1:t)

pY (yt|y1:t−1)

Finalement on obtient

IEyt|y1:t−1

[
‖pn

X|Y − pX|Y ‖L1

]
≤ ‖pn

XY − pXY ‖L1 + ‖pn
Y − pY ‖L1

On en déduit

IE
[
‖pn

X|Y − pX|Y ‖L1

]
≤ IE[‖pn

XY − pXY ‖L1] + IE[‖pn
Y − pY ‖L1].

Considérons à présent l’estimationp̃n(xt|y1:t) introduite lors de la démonstra-
tion du théorème 3.5.2, dont les variables de bases(x̃i

t, ỹ
i
t) sont générées exacte-

ment suivantpXY (xt, yt|y1:t−1). Alors on a les décompositions suivantes :

IE[‖pn
XY − pXY ‖L1] ≤ IE[‖pn

XY − p̃n
XY ‖L1] + IE[‖p̃n

XY − pXY ‖L1]

et
IE[‖pn

Y − pY ‖L1] ≤ IE[‖pn
Y − p̃n

Y ‖L1] + IE[‖p̃n
Y − pY ‖L1]



104 Estimation de la densité du filtre optimal

D’après le corollaire A.1.10.1

IE[‖p̃n
XY − pXY ‖L1] = O(hs

n) +O(1/

√
nhq+d

n )

et
IE[‖p̃n

Y − pY ‖L1] = O(hs
n) +O(1/

√
nhq

n)

A présent, étudionsIE[‖pn
XY − p̃n

XY ‖L1]. Considérons à nouveau, la quantité
∆n (3.5) introduite précédemment :

∆n =
1

2
‖pn

t−1(xt−1|y1:t−1) − pt−1(xt−1, |y1:t−1)‖L1

Rappelons quepn
XY et p̃n

XY ontNn couples différents avecNn ∼ B(n,∆n). Ainsi
on a

‖pn
XY − p̃n

XY ‖L1 =
1

n

∫
|
∑

i∈IN

Khn(xt − xi
t)Khn(yt − yi

t)

−Khn(xt − x̃i
t)Khn(yt − ỹi

t)|dxtdyt

≤ 2Nn

n
or IE[Nn

n
|∆n] = ∆n donc on en déduit

IE[‖pn
t (xt, yt|y1:t−1) − p̃n

t (xt, yt|y1:t−1)‖L1]

≤ IE[‖pn
t−1(xt−1|y1:t−1) − pt−1(xt−1, |y1:t−1)‖L1

Par le même raisonnement, on obtient

IE[‖pn
t (yt|y1:t−1)−p̃n

t (yt|y1:t−1)‖L1] ≤ IE[‖pn
t−1(xt−1|y1:t−1)−pt−1(xt−1, |y1:t−1)‖L1.

Il en découle

IE
[
‖pn(xt|y1:t) − p(xt|y1:t)‖L1

]
≤2IE[‖pn

t−1(xt−1|y1:t−1) − pt−1(xt−1, |y1:t−1)‖L1

+O(hs
n) +O(1/

√
nhq+d

n )

Comme pourt = 1, d’après le corollaire A.1.10.1, on a

IE
[
‖pn(x1|y1) − p(x1|y1)‖L1

]
≤ O(hs

n) +O(1/

√
nhq+d

n )

On en déduit le résultat.

Cette démonstration termine la partie de ce chapitre consacrée à la présenta-
tion de nos filtres par convolution. Avant de conclure le chapitre, il est important
de discuter du fait que les observations considérées pour construire nos filtres sont
souvent de grandes dimensions ce qui pose généralement des problèmes aux esti-
mateurs de densité par noyaux de convolution.
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3.6 Le fléau des grandes dimensions

Tous les filtres proposés dans ce chapitre sont construits à partir de noyaux
de convolution. Or, les estimateurs de densité à noyau rencontrent des difficultés
lorsque les données sont de grandes dimensions. Ce problème, aussi appelé fléau
de la dimension, est lié à la dispersion des données dans un espace à grande di-
mension. Sur le plan théorique cela se traduit par les conditions nhd

n → ∞ et
hn → ∞ lorsquen→ ∞, avec la dimension des données.

Nos filtres devraient a priori être victimes de ce problème. Sur le plan théo-
rique c’est le cas, puisque la dimension des données, dépendante du temps dans
le cas des systèmes dynamiques, intervient dans les résultats. Mais, comme le
montre Del Moral([28]), la dimension intervient aussi dansla convergence des
processus empiriques. Ce problème n’est pas liée à l’utilisation de noyaux de
convolution pour construire nos filtres.
Cependant, comme on pourra le voir au travers des applications des derniers cha-
pitres, nos filtres ne sont pas victimes du fléau des grandes dimensions. La pre-
mière raison que l’on peut évoquer pour expliquer le bon comportement de nos
filtres est que le nombre d’observations utilisées pour les construire n’est pas li-
mité. Ainsi, même pour de grandes dimensions, en générant untrès grand nombre
d’observations, on peut pallier le problème de la rareté desdonnées.
Cependant, ce raisonnement ne tient pas pour le filtre par convolution à mémoire
complète. En effet, la conditionlimn→∞ nhtq+d

n = ∞ fait que, quel que soit le
nombren de particules prises au départ, il sera forcément insuffisant à partir d’un
certain instantt. Mais encore une fois, en pratique, la qualité du filtre ne se dé-
grade pas comme on aurait pu le craindre.
Aucune justification théorique rigoureuse de cette propriété intéressante n’est don-
née dans ce mémoire. Nous proposons uniquement une explication empirique à
cette délicate question. L’hypothèse que l’on peut avancerest que le cadre du
filtrage est différent du contexte usuel de l’estimation de densité. Les particules
utilisées pour construire les filtres sont toutes générées suivant le même système
dynamique, donc pour de nombreux modèles elles ne vont pas trop se disperser.
En effet, bien que la dimension des observations augmente rapidement, le volume
de la zone de l’espace les contenants augmente beaucoup moins vite. Par consé-
quent, il n’y a pas de problème de rareté des données et la qualité des estimations
reste correcte au coeur de cette zone.
Mais, si le modèle considéré accroît systématiquement les distances entre parti-
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cules, c’est à dire s’il n’est pas stable, l’augmentation dela dispersion des parti-
cules va inévitablement entraîner, à court terme, leur rareté dans l’espace et causer
ainsi la divergence du filtre. Les filtres modifiés, comme le filtre à mémoire tron-
qué ou avec écrasement du passé atténuent ce problème sans complètement le
régler.
Seuls, le filtre avec sélection et le filtre avec ré-échantillonnage contournent dé-
finitivement le problème du fléau de la dimension. Le filtre avec sélection can-
tonne les observations dans une boule, ainsi le volume de la zone de l’espace
contenant les particules associées reste stable dans le temps. Pour le filtre avec
ré-échantillonnage, l’étape de ré-échantillonnage a poureffet immédiat de réduire
le volume de la zone contenant les particules, évitant du coup la dispersion des
particules dans le temps.

3.7 Conclusion du troisième chapitre

Les filtres par convolution présentés dans ce chapitre possèdent tous des pro-
priétés de convergence théorique vers le filtre optimal. Cependant, les conditions
garantissant la convergence ne sont pas toutes équivalentes. Comme on l’a évoqué
dans la section précédente, le filtre à mémoire complète se dégrade inévitablement
au fil du temps s’il est construit avec un nombre constant de particules. La variante
avec écrasement du passé ralentit, en pratique cette dégénérescence mais comme
les conditions théoriques assurant la convergence sont lesmêmes la dégradation
du filtre est encore inévitable en temps long. A cause, de ces difficultés, on ne
peut que déconseiller l’utilisation pratique du filtre à mémoire complète et de sa
variante à mémoire écrasée.
Les hypothèses de convergence de l’autre variante, le filtreà mémoire tronquée,
permettent d’obtenir un filtrage de qualité correcte au fil dutemps, avec un nombre
constant de particules. Mais ceci est vrai à condition que, pour le système dyna-
mique considéré, seules les observations récentes apportent de l’information sur
l’état.
En admettant cette forte hypothèse, plusieurs problèmes seposent alors : com-
ment varie au cours du temps la profondeur de la mémoire nécessaire au filtrage ?
Existe-il une profondeur optimale ? Si oui, comment la trouver ?
Avant d’envisager l’utilisation pratique du filtre à mémoire tronquée, il serait né-
cessaire d’approfondir ces questions. Nous n’avons pas effectué cette étude car
les autres filtres que nous avons développés ne sont pas soumis à ces difficultés.
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Les hypothèses assurant la convergence du filtre avec sélection garantissent la
stabilité de la qualité du filtrage au fil du temps, avec un nombre constant de par-
ticules. Cependant, en pratique, le filtre avec sélection pose quelques difficultés.
L’étape de sélection de l’algorithme peut parfois être trèsexigeante, c’est-à-dire
avoir un taux de rejet très élevé, et ainsi prendre beaucoup de temps. Une utilisa-
tion en ligne de ce filtre, tel qu’il est présenté, n’est donc pas recommandée, mais
il reste très intéressant pour une utilisation hors ligne.
Pour l’employer en ligne, il faudrait étudier la propagation de la boule de sélec-
tion au travers du système dynamique afin d’en définir le rayonadapté à chaque
instant. Mais l’introduction d’une telle étape dans l’algorithme fait sortir le filtre
du cadre de la démonstration que nous avons établi.
Le filtre par convolution avec ré-échantillonnage est globalement le plus intéres-
sant de tous les filtres que nous avons proposés dans ce chapitre. Théoriquement,
il se dégrade moins vite dans le temps que le filtre à mémoire complète. Bien qu’il
nécessite plus de particules que le filtre avec sélection, pour atteindre la même
qualité d’approximation, le temps de calcul requis est constant à chaque instant
t. Il est donc aussi bien adapté pour le filtrage en ligne, que hors ligne. Finale-
ment il est doté des mêmes atouts que le filtre de Monte-Carlo avec interaction.
Mais de plus, il a l’avantage de se passer de la connaissance analytique de la vrai-
semblance des particules, avantage fort appréciable, car il permet de traiter plus
rigoureusement les systèmes dynamiques issus de modèles réels. De plus, grâce
au ré-échantillonnage à partir d’une densité (estimée), ilmaintient la diversité et
l’indépendance des particules.





Chapitre 4

Estimation de l’état d’un système
dynamique

Le filtre par noyau de convolution développé dans le chapitreprécédent met à
notre disposition une estimation de la densité dep(xt|y1, · · · , yt). A partir de cette
estimation, il est possible d’approximer l’état du systèmeà l’aide de différentes
quantités. Nous développons deux procédures au cours des différentes parties de
ce chapitre. Elles sont basées sur des estimateurs classiques en statistique : l’es-
pérance conditionnelle, et le mode conditionnel.

Nous avons choisi de ne pas considérer le cas de la médiane conditionnelle
pour les raisons évoquées dans le paragraphe suivant.
Les estimations de médianes sont connues pour offrir une plus grande robustesse
que les estimations de moyennes. Il est très pertinent d’utiliser une estimation de
médiane dans des contextes où il est probable d’observer desdonnées aberrantes.
Dans notre cadre de travail, les particules sont simulées à l’aide du système dy-
namique modélisant le problème. Il est donc peu probable d’obtenir des données
aberrantes. En pratique, la médiane et la moyenne sont donc très proches. En
conséquence, nous ne réalisons aucune étude des propriétésthéoriques de la mé-
diane conditionnelle ou de son estimation.
Toutefois, afin d’illustrer nos propos, quelques exemples de filtrage avec la mé-
diane sont présentés dans le chapitre des applications. Rappelons que le calcul de
la médiane empirique d’un échantillon dont les données sontde dimension supé-
rieure à un est problématique car il n’y a pas unicité de la définition de la médiane
spatiale. On est ainsi confronté au problème du choix de la médiane.
Les premières définitions, pour les espaces euclidiens, ontété introduites par Mi-
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lasevic & Ducharme([100]), puis une généralisation, aux espaces de Banach, a été
faite par Kemperman([85]). De nombreux autres travaux ont suivi. Un éventail des
médianes et quantiles multi-dimensionnels existants sontprésentés par Chaudhuri
([20],[18]).
Pour les applications, nous avons utilisée la définition de la médiane la plus simple
à calculer, laL1−Médiane. En pratique, il suffit de calculer indépendamment la
médiane pour chacune des dimensions des observations.

4.1 Espérance conditionnelle

A partir du contexte du filtre par noyau de convolution, il estaisé de construire
un estimateur de l’espérance. Il est aussi possible de construire cet estimateur de
manière totalement indépendante, c’est-à-dire sans faireintervenir l’estimation de
la densité du filtre optimal. En effet, l’estimation de l’espérance conditionnelle
peut se formaliser comme un problème de régression classique. Nous proposons
de traiter aussi ce problème de régression avec les mêmes outils d’estimation
non paramétrique : les estimateurs à noyau de convolution. Nous exposons tout
d’abord les résultats classiques de régression par estimateurs à noyau puis nous
les adaptons au contexte du filtrage.

4.1.1 Régression par la méthode des noyaux

Le cas de la régression non linéaire se formalise de la même manière que l’es-
timation de densité : soit(X, Y ) un couple de variables aléatoires de loiµ. Cette
fois, l’objectif est de trouver une application mesurabler telle quer(Y ) soit le
plus proche deX au sens des moindres carrés. La solution de ce problème est
IE[X|Y ] lorsque cette quantité existe. Pour assurer l’existence der, il est néces-
saire de supposer queIE|X| < ∞. r est une version déterminée de la fonction
y 7→ IE[X|y]. La question de son unicité est ici éludée.
Pour estimerr par la méthode des noyaux, il faut supposer que la loiν deY admet
une densitég. Alors en tout point oùg est non nulle

r(y) =
φ(y)

g(x)
avecφ(y) =

∫
xdµ(x, y)

Il est alors possible de construire les estimateurs def et φ associés au noyau
K :

gn(y) = (Khn ∗ νn)(y)

φn(y) =
∫
xKhn(y − t)dµn(x, t)
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avec

µn =
1

n

n∑

i=1

δ(Xi,Yi) et νn =
1

n

n∑

i=1

δYi

Les mesures empiriquesνn etµn sont les estimations naturelles des mesuresν et
µ, associées aux observations{(X1, Y1), · · · , (Xn, Yn)}.

Nous obtenons alors l’estimateur der, rn(y) = φn(y)/gn(y), soit, sous forme
plus explicite

rn(y) =

∑n
i=1XiK(y−Yi

hn
)

∑n
i=1K(y−Yi

hn
)
.

Dans la littérature,rn est souvent rencontré sous le nom d’estimateur de Nadaraya-
Watson. Les propriétés des estimateurs à noyau pour la régression, dans le contexte
statistique classique où des couples(Xi, Yi), i = 1, . . . , n sont donnés, ont été
abondamment étudiées. En effet, selon les hypothèses imposées au noyauK,
la convergence en probabilité, presque complète ou en normeLp versr ont été
démontrées (cf. Bosq [14], Sarda & Vieu[118] ou Györfi & al.[69]). Ferraty &
Vieu[62] propose une étude complète et pédagogique des propriétés dern.
L’étude des propriétés, pour nos estimateurs construits à partir du filtre à mé-
moire complète et du filtre à mémoire tronquée, s’appuie sur certains de ces tra-
vaux. Plus précisément, pour ces deux cas, nous avons adaptéau contexte du
filtrage avec simulation de données, des résultats présentés par les auteurs pré-
cités ([14],[118],[62],[69]). Ces propriétés utiles à notre approche sont données
dans l’annexe A.2. ( les notations employées dans l’annexe Asont conforme aux
standard de l’estimation non paramétrique, c’est à dire, les rôles dex et y sont
inversés).

4.1.2 Estimation de l’espérance par le filtre à mémoire com-
plète

Plaçons-nous dans le même cadre d’hypothèses que le filtre deKalman : les
fonctionsft etht du système sont supposées connues. Il en est de même des pro-
priétés statistiques des bruits et deπ0 la loi de probabilité de l’état initialx0. Pour
simplifier, notre approche est exposée, sans perte de généralité, pour un système
temps-invariant. Soit le système de la forme de (1.1) :

{
xt = f(xt−1, εt)

yt = h(xt, ηt)
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Pour toutt, on suppose qu’àt fixé, la fonction ci-dessous est continue :

(y1, · · · , yt) 7→ IE(xt|y1, · · · , yt).

Cette fonction correspond donc au filtre optimal au sens de l’erreur quadratique
moyenne.
Le couple de variables aléatoires(y1:t, xt) suit une loi que l’on noteµt. Le filtre
optimal peut alors aussi s’écrire sous la forme suivante

IE(xt|y1, · · · , yt) =
ψt(y1:t)

gt(y1:t)

oùψt(Y ) =
∫

x
xdµt(Y, x) et gt la densité de la distribution dey1:t.

Il s’agit à présent de déterminer des estimateurs deψt et gt, notés respective-
mentψn

t et gn
t , à partir den trajectoires indépendantes du processus (1.1). Pour

construire ces estimateurs par la méthode des noyaux de convolution, il est donc
nécessaire de disposer den représentants deµt. Ce n’est pas le cas, mais la
connaissance de (1.1), nous permet d’en générer. La méthodeutilisée ici, pour
générer les données, est semblable à celle développée au chapitre précédent, pour
l’estimation de la densité du filtre optimal. Afin de faciliter la lecture nous la rap-
pelons rapidement dans le paragraphe suivant.

Génération des données

Soit un représentant de l’état initialx̃0 ∼ π0. En lui appliquant (1.1)t fois,
deux séquences :(x̃1, x̃2, · · · , x̃t) et (ỹ1, · · · , ỹt) sont engendrées. Il est alors pos-
sible de former le couple(ỹ1:t, x̃t) qui est une réalisation de la loiµt. En répétantn
fois cette opération,n réalisations de la loiµt : (ỹ1

1:t, x̃
1
t ), · · · , (ỹn

1:t, x̃
n
t ) sont ainsi

générées. Ces dernières permettent de construire l’estimation empiriqueµn
t deµt.

Les méthodes de convolution usuelles permettent, à partir de ces mesures empi-
riques, d’estimerE[xt|y1, · · · , yt]. SoitK un noyau de convolution de dimension
qt, alors

IEn(xt|y1, · · · , yt) =
ψn

t (y1:t)

gn
t (y1:t)

=

1
nhtq

n

∑n
i=1K(

y1:t−ỹi
1:t

hn
) × x̃i

t

1
nhtq

n

∑n
i=1K(

y1:t−ỹi
1:t

hn
)

correspond à l’estimateur de Nadaraya-Watson deIE(xt|y1, · · · , yt). ψn
t etgn

t sont
respectivement les estimateurs deψt et gt construits avec le noyau de convolu-
tion K et les estimateurs empiriques deµt, µn

t = 1
n

∑n
i=1 δỹi

1:t,x̃
i
t

et deνt, νn
t =

1
n

∑n
i=1 δỹi

1:t
.
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Avant d’établir les propriétés de convergence de cet estimateur, il est intéres-
sant de remarquer qu’il est possible de lui conférer une forme particulière : celle
de la sortie d’un réseau de neurones à bases radiales, mais différente de celle cor-
respondant à l’approche neuronale de Yee([133]) déjà citée.
Cette formalisation n’est pas indispensable pour étudier l’estimateur. Cependant,
comme elle est à l’origine de nos recherches sur les filtres par noyaux de convo-
lution, nous pensons que sa présentation conserve un intérêt.

Formalisation en réseau de neurones à bases radiales

Construisons un réseau àn neurones. Les̃yi
1:t, i = 1, · · · , n, sont leurs centres

et lesx̃i
t sont les coefficients de la combinaison linéaire de sortie. Soit K la fonc-

tion noyau commune à chacun des neurones. Les variables d’entrée sont les ob-
servationsy1, · · · , yt. La sortie du réseauFn

t a la forme :

IEn(xt|y1, · · · , yt) =

∑n
i=1K(

y1:t−ỹi
1:t

hn
) × x̃i

t
∑n

i=1K(
y1:t−ỹi

1:t

hn
)

(4.1)

qui correspond à notre estimateur de Nadaraya-Watson deFt. La figure (4.1)
donne une représentation symbolique d’un tel réseau de neurones.
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FIG. 4.1 – Schéma d’un réseau à bases radiales
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Mise en place de l’algorithme décrit selon l’approche “Réseau”

En théorie, il donc possible à chaque instantt, de construire un réseau de neu-
rones à bases radiales qui fournisse une estimation du filtreoptimal. Pour que le
temps de construction d’un tel réseau reste compatible avecle filtrage en ligne,
il est nécessaire que la structure du réseau évolue de manière “récursive” : les
centres des neurones doivent évoluer dans le temps, parallèlement à l’état du sys-
tème. Afin d’expliciter l’algorithme, décrivons, sans perte de généralité, les étapes
principales qui le constituent, pour des étatsxt et des observationsyt de dimen-
sion 1.

Initialisation
La loi de probabilité de l’état initialx0, π0 est connue.
n points,x̃1

0, x̃
2
0, · · · , x̃n

0 sont générés suivantπ0. Ils sont les états initiaux des tra-
jectoires de références au centre des noyaux.
L’application du système 1.1, à cesn points initiaux, engendre lesn couples :
(x̃1

1, ỹ
1
1), . . . , (x̃

n
1 , ỹ

n
1 ).

Le poids associé à l’état de référencex̃i
t dans la combinaison linéaire de sortie du

réseau,K(
y1:t−ỹi

1:t

hn
), est notéwt,i . Du fait de l’absence d’information pour les états

initiaux, tous les poids initiaux sont pris égaux à 1 :w0,i = 1 pouri = 1, · · · , n.
Il est à présent possible de commencer le filtrage. Le temps dedépart estt = 1,
puisque, pourt = 0, tous les éléments intervenant dans l’algorithme ont été pré-
cisés ci-dessus.

- Etape 1
Calcul deswt,i pouri = 1, · · · , n :

wt,i = wt−1,i × exp
{
− ‖yt − ỹi

t

hn
‖2

}

- Etape 2
Calcul de l’estimation de l’état :IEn(xt|y1, · · · , yt) =

Pn
i=1 wt,i×x̃i

t
Pn

i=1 wt,i
d’après (4.1).

- Etape 3
Mise à jour des trajectoires de référence : application du système (1.1) aux couples
(x̃i

t, ỹ
i
t) pour obtenir(x̃i

t+1, ỹ
i
t+1), pouri = 1, · · · , n.

t = t+ 1 et retour à l’étape 1.
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Remarque : En pratique, comme pour l’estimation de la densité du filtreop-
timal au chapitre précédent, il est préférable de modifier légèrement les étapes
2 et 3. Par exemple, à l’étape 2, il est possible d’ajouter un coefficient d’amor-
tissement du passéa, a ∈]0, 1[. Cette démarche se justifie empiriquement par
le fait que le système est bruité. L’expression de l’étape 2 devient ainsiwt,i =

wa
t−1,i × exp(−‖yt − ỹi

t‖2/hn).
De plus, d’après la structure de l’étape 1, si un état de référence a un poids nul ;
tous ses successeurs auront aussi un poids nul, cette trajectoire perd donc tout in-
térêt. Il est alors intéressant dans l’étape 3, de chercher les poids très faibles et de
remplacer leurs états de référence par un de ceux qui ont les poids les plus élevés.
Cette démarche est très voisine de celle utilisée dans le filtrage particulaire avec
interaction.

Etude de la convergence ponctuelle

Le mode de convergence deIEn(xt|y1, · · · , yt) vers IE(xt|y1, · · · , yt) quand
n tend vers l’infini est lié aux conditions imposées au noyau. Nous démontrons
la convergence en probabilité dans ce qui suit. Pour plus de détails sur les autres
modes de convergence, on peut se référer à ([14]).

Théorème 4.1.1Supposons queE(‖xt‖2) < ∞ et posonsv(y1:t) = V (xt|y1:t).
Si IEn(xt|y1, · · · , yt) est associé à un noyau de Parzen-Rosenblatt, alors en tout
point de continuitéy1:t degt, IE(xt|y1, · · · , yt) et dev, tel quegt(y1:t) 6= 0 nous
avons

hn → 0, nhtq
n → ∞ =⇒ IEn(xt|y1, · · · , yt) → IE(xt|y1, · · · , yt) en probabilité

Démonstration :

On a

IEn(xt|y1, · · · , yt) =
ψn

t (y1:t)

gn
t (y1:t)

et IE(xt|y1, · · · , yt) =
ψt(y1:t)

gt(y1:t)

avecgn
t l’estimateur de la densité desy1:t associé au noyauK. D’après le théorème

A.1.1 nous avons que

gn
t → gt en moyenne quadratique.



116 Estimation de l’état d’un système

lorsquehn → 0 etnhtq
n → ∞.

Il reste à démontrer queψn
t tend versψt. Pour cela, mettons en évidence que

V (ψn
t ) tend vers zéro et queIE[ψn

t (y1:t)] → ψt(y1:t). (IE[ψn
t (y1:t)] désigne l’espé-

rance de la fonction aléatoireψn
t appliquée au point connuy1:t) :

IE[ψn
t (y1:t)] = IE[ 1

nhtq
n

∑n
i=1 x̃

i
tK(

y1:t−ỹi
1:t

hn
)]

= IE[x̃1
tKhn(y1:t − ỹ1

1:t]

= IE[IE[x̃tKhn(y1:t − ỹ1:t)|ỹ1:t]]

= IE[Khn(y1:t − ỹ1:t)IE[x̃t|ỹ1:t]]

= (Khn ∗Gt)(y1:t)

avecGt(ỹ1:t) = gt(ỹ1:t)IE[x̃t|ỹ1:t]. D’après le lemme de Bochner (cf. A.1.2), on a,
lorsquehn tend vers 0

(Khn ∗Gt)(y1:t) → gt(y1:t)IE[xt|y1:t] = gt(y1:t)
ψt(y1:t)

gt(y1:t)

donc
IE[ψn

t (y1:t)] → ψt(y1:t)

Par ailleurs,

V [ψn
t (y1:t)] = 1

n
V [x̃tKhn(y1:t − ỹ1:t)]

= 1
n

[
IE[x̃tx̃

′
tK

2
hn

(y1:t − ỹ1:t)] − IE[x̃tKhn(y1:t − ỹ1:t)]

×IE[x̃tKhn(y1:t − ỹ1:t)]
′
]

or

IE[x̃tx̃
′
tK

2
hn

(y1:t − ỹ1:t)] = IE[K2
hn

(y1:t − ỹ1:t)IE[x̃tx̃
′
t|ỹ1:t]]

= (K2
hn

∗Ht)(y1:t)

= 1

htq
n

[htq
n (K2

hn
/
∫
K2

hn
dỹ1:t) ∗Ht](y1:t)

∫
K2

hn
dỹ1:t

avecHt(ỹ1:t) = gt(ỹ1:t)IE[x̃tx̃
′
t|ỹ1:t]. En appliquant le lemme de Bochner au noyau

htq
nK

2
hn
/
∫
K2

hn
dỹ1:t on obtient

htq
n IE[x̃tx̃

′
tK

2
hn

(y1:t − ỹ1:t)] → gt(y1:t)IE[xtx
′
t|y1:t]

∫
K2dỹ1:t

ce qui permet d’écrire

nhtq
n V [ψn

t (y1:t)] → gt(y1:t)IE[xtx
′
t|y1:t]

∫
K2dỹ1:t−ht

ngt(y1:t)
2IE[xt|y1:t]IE[xt|y1:t]

′

Comme les deux termes du membre de droite sont finis, on en déduit le résultat.
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Théorème 4.1.2 (Vitesse de convergence ponctuelle sous condition de dériva-
bilité) Si les hypothèses suivantes sont vérifiées :

H1 - y1:t est un point fixé deIRtq tel quegt(y1:t) > 0.
H2 - limn→∞ hn = 0 et limn→∞

nhtq

log n
= ∞.

H3 - Le noyauK est borné, intégrable et à support compact.
H4 - ‖xt‖ < M <∞
H5 - IE(xt|y1:t) et gt sonts > 0 fois continûment différentiables

au voisinage dey1:t.
H6 - Le noyauK est d’ordres.

Alors

IEn(xt|y1, · · · , yt) − IE(xt|y1, · · · , yt) = O(hs) +O(

√
logn

nhtq
), p.co

Démonstration : Adaptation du théorème A.2.1 au contexte du filtrage.

Théorème 4.1.3 (Vitesse de convergence ponctuelle sous condition de Lip-
schitz) Si les hypothèses H1-H4 du théorème 4.1.2 sont vérifiées et siIE(xt|y1:t)

et gt sontβ−lipschitziennes alors

|IEn(xt|y1, · · · , yt) − IE(xt|y1, · · · , yt)| = O(hβ) +O(

√
logn

nhtq
), p.co

Démonstration : Adaptation du théorème A.2.2 au contexte du filtrage.

Etude de la convergence uniforme

Pour l’étude de la convergence uniforme, je suppose que les observationsy1:t

appartiennent à un compactC.

Théorème 4.1.4 (Vitesse de convergence uniforme sous condition de dériva-
bilité) Si les hypothèses suivantes sont vérifiées :

H1 - Il existem > 0 tel queinfy1:t∈C gt(y1:t) > m.
H2 - limn→∞ hn = 0 et limn→∞

nhtq

log n
= ∞.

H3 - Le noyauK est borné, intégrable et à support compact.
H4 - ‖xt‖ < M <∞
H5 - Le noyauK est lipschitzien surC.
H6 - IE(xt|y1:t) et gt sonts > 0 fois continûment différentiables dansC.
H7 - Le noyauK est d’ordres.
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Alors

sup
y1:t∈C

|IEn(xt|y1, · · · , yt) − IE(xt|y1, · · · , yt)| = O(hs
n) +O(

√
logn

nhtq
n

), p.co

Démonstration : Adaptation du théorème A.2.3 au contexte du filtrage.

Théorème 4.1.5 (Vitesse de convergence uniforme sous condition de Lipschitz)
Si les hypothèses H1-H5 du théorème 4.1.4 sont vérifiées et siIE(xt|y1:t) etgt sont
β−lipschitziennes surC alors

sup
y1:t∈C

|IEn(xt|y1, · · · , yt) − IE(xt|y1, · · · , yt)| = O(hβ
n) +O(

√
log n

nhtq
n

), p.co

Démonstration : Adaptation du théorème A.2.4 au contexte du filtrage.

Corollaire 4.1.5.1 (vitesse optimale)Soit

hn = α

(
n

log n

)− −1
4+tq

, 0 < α <∞

alors sous les hypothèses du théorème 4.1.2 on a

IEn(xt|y1, · · · , yt) − IE(xt|y1, · · · , yt) = O

(
(
n

log n
)

−s
2s+tq

)
p.co

et sous les hypothèses du théorème 4.1.4 on a

sup
y1:t∈C

|IEn(xt|y1, · · · , yt) − IE(xt|y1, · · · , yt)| = O

(
(
n

logn
)

−s
2s+tq

)
p.co

Théorème 4.1.6 (vitesse optimale de la convergence en moyenne quadratique)
Supposons les conditions suivantes vérifiées :

- gt(y1:t) > 0, y1:t point fixé deIRtq.
- IE(xt|y1:t) et gt sont deux fois continûment différentiables

au voisinage dey1:t.
- limn→∞ hn = 0 et limn→∞ nhtq

n = ∞.
- u 7→ IE[x2

t |u] est continue au pointy1:t.
- K est borné, intégrable, positif, symétrique et à support compact.
- K est un noyau d’ordre2.

Alors en prenant
hn = αn− −1

4+tq , 0 < α <∞
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on a
IE[IEn(xt|y1, · · · , yt) − IE(xt|y1, · · · , yt)]

2 = O(n− 4
4+tq )

Démonstration : Adaptation du théorème A.2.6 au contexte du filtrage.

4.1.3 Estimation de l’espérance par le filtre à mémoire tron-
quée

Rappelons qu’en considérant un filtre avec une mémoire tronquée de longueur
T , on suppose implicitement, que pour déterminerIE(xt|y1:t) l’estimation de l’état
xt, il est suffisant de connaîtreyt, yt−1, · · · , yt−T . Cette hypothèse peut se justi-
fier empiriquement par le fait que le système est bruité : plusune observation est
ancienne moins elle est influente surxt. Il existe alors unT tel que l’informa-
tion apportée pary1, · · · , yt−T−1 est négligeable comparée à celle apportée par
yt−T , · · · , yt.

Sur le plan pratique cette troncature est très bénéfique car,dans le cadre de
l’approche par réseau à bases radiales, il est alors possible de construire un réseau
avec une structure fixe dans le temps. De ce fait, la dimensiondes noyaux, appli-
qués en chaque neurone, est constante.
Le problème se formalise de la même façon que précédemment. L’évolution de
l’état du systèmext est régie par (1.1) et seules les variablesyt sont observées :

{
xt = f(xt−1, εt)

yt = h(xt, ηt)

Le filtre tronqué optimal au sens de l’erreur quadratique moyenne est

IE(xt|yt−T , · · · , yt)

Le couple de variables aléatoires(yt−T :t, xt) suit la loi de probabilitéµt,T . Le filtre
optimal tronqué peut, par conséquent, s’écrire sous la forme suivante :

IE(xt|yt−T , · · · , yt) =
ψt,T (yt−T :t)

gt,T (yt−T :t)

où ψt,T (yt−T :t) =
∫

xt
xdµt,T (yt−T :t, xt) et gt,T la densité de la distribution des

yt−T :t.
Comme précédemment, on construit à l’aide des noyaux de convolution,ψn

t,T et
gn

t,T , estimateurs respectifs deψt,T et gt,T . Pour ce faire, on génère un échantillon
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de couples utilisés pour obtenir les mesures empiriquesµn
t,T etνt,T , ce qui conduit

à :

IEn(xt|yt−T , · · · , yt) =
ψn

t,T (yt−T :t)

gn
t,T (yt−T :t)

=

1

nhTq
n

∑n
i=1K(

yt−T :t−ỹi
t−T :t

hn
) × x̃i

t

1

nhTq
n

∑n
i=1K(

yt−T :t−ỹi
t−T :t

hn
)

Etude de la convergence ponctuelle

Nous supposons ici qu’il est possible de restreindre la mémoire à une profon-
deurT ∈ IN∗.

Théorème 4.1.7Supposons queE(‖xt‖2) <∞ et posonsv(yt−T :t) = V (xt|yt−T :t).
SiFn

t,T est associé à un noyau de Parzen-Rosenblatt, alors en tout point de conti-
nuitéyt−T :t degt,T , Ft,T et dev, tel quegt,T (yt−T :t) > 0 nous avons

hn → 0, nhTq
n → ∞ =⇒ IEn(xt|yt−T :t) → IE(xt|yt−T :t) en probabilité

Démonstration : La démonstration est identique à celle du théorème 4.1.1.

Théorème 4.1.8 (Vitesse de convergence ponctuelle sous condition de dériva-
bilité) Si les hypothèses suivantes sont vérifiées :

H1 - yt−T :t est un point fixé deIRTq tel quegt(yt−T :t) > 0.
H2 - limn→∞ hn = 0 et limn→∞

nhTq

log n
= ∞.

H3 - Le noyauK est borné, intégrable et à support compact.
H4 - ‖xt‖ < M <∞
H5 - IE(xt|yt−T :t) etgt,T sonts > 0 fois continûment différentiables

au voisinage deyt−T :t.
H6 - Le noyauK est d’ordres.

Alors

IEn(xt|yt−T :t) − IE(xt|yt−T :t) = O(hs
n) +O(

√
log n

nhTq
n

), p.co

Démonstration : Voir théorème 4.1.2.
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Théorème 4.1.9 (Vitesse de convergence ponctuelle sous condition de Lip-
schitz)Si les hypothèses H1-H4 du théorème 4.1.8 sont vérifiées et siIE(xt|yt−T :t)

et gt,T sontβ−lipschitziennes alors

|IEn(xt|yt−T :t) − IE(xt|yt−T :t)| = O(hβ
n) +O(

√
log n

nhTq
n

), p.co

Démonstration : Voir théorème 4.1.3.

Etude de la convergence uniforme

Pour l’étude de la convergence uniforme, en plus de restreindre la mémoire à
une profondeurT ∈ IN∗, on suppose que les observationsyt−T :t appartiennent à
un compactC.

Théorème 4.1.10 (Vitesse de convergence uniforme sous condition de dériva-
bilité) Si les hypothèses suivantes sont vérifiées :

H1 - Il existem > 0 tel queinfyt−T :t∈C gt,T (yt−T :t) > m.

H2 - limn→∞ hn = 0 et limn→∞
nhTq

log n
= ∞.

H3 - Le noyauK est borné, intégrable et à support compact.
H4 - ‖xt‖ < M <∞
H5 - Le noyauK est lipschitzien surC.
H6 - IE(xt|yt−T :t) et gt,T sonts > 0 fois continûment différentiables dansC.
H7 - Le noyauK est d’ordres.

Alors

sup
yt−T :t∈C

|IEn(xt|yt−T :t) − IE(xt|yt−T :t)| = O(hs
n) +O(

√
log n

nhTq
n

), p.co

Démonstration : Voir théorème 4.1.4.

Théorème 4.1.11 (Vitesse de convergence uniforme sous condition de Lip-
schitz)Si les hypothèses H1-H5 du théorème 4.1.10 sont vérifiées et si IE(xt|yt−T :t)

et gt,T sontβ−lipschitziennes surC alors

sup
yt−T :t∈C

|IEn(xt|yt−T :t) − IE(xt|yt−T :t)| = O(hβ
n) +O(

√
log n

nhTq
n

), p.co
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Démonstration : Voir théorème 4.1.5.

Corollaire 4.1.11.1 (vitesse optimale)Soit

hn = α

(
n

log n

)− 1
4+d

, 0 < α <∞

alors sous les hypothèses du théorème 4.1.8 on a

IEn(xt|yt−T :t) − IE(xt|yt−T :t) = O

(
(
n

logn
)

−s
2s+Tq

)
p.co

et sous les hypothèses du théorème 4.1.10 on a

sup
yt−T :t∈C

|IEn(xt|yt−T :t) − IE(xt|yt−T :t)| = O

(
(
n

logn
)

−s
2s+tq

)
p.co

Théorème 4.1.12 (vitesse optimale de la convergence en moyenne quadra-
tique) Supposons les conditions suivantes vérifiées :

- gt,T (yt−T :t) > 0, yt−T :t point fixé deIRTq.
- IE(xt|yt−T :t) et gt,T sont 2 fois continûment différentiables

au voisinage deyt−T :t.
- limn→∞ hn = 0 et limn→∞ nhTq

n = ∞.
- u 7→ IE[x2

t |u] est continue au pointyt−T :t.
- K est borné, intégrable, positif, symétrique et à support compact.
- K est un noyau d’ordre2.

Alors en prenant
hn = αn− −1

4+Tq , 0 < α <∞
on a

IE[IEn(xt|yt−T :t) − IE(xt|yt−T :t)]
2 = O(n− 4

4+Tq )

Démonstration : Voir théorème 4.1.6

4.1.4 Estimation de l’espérance par le filtre avec sélection

Dans cette partie, les particules(x̃i
t, ỹ

i
1:t), aveci = 1, . . . , n, sont générées

de manière à ce quẽyi
1:t ∈ Bε(y1:t). Les variables d’observation des particules
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simulées, sont ainsi contenues dans un tube de largeurε centré sur les vraies ob-
servationsy1:t.
A partir de telles données, l’estimateur naturel est

1

n

n∑

i=1

x̃i
t.

Cet estimateur a l’avantage d’être simple à calculer, mais la quantité qu’il estime
estIE[xt|Bε(y1:t)]. Pour assurer sa convergence versIE[xt|y1:t], la largeur du tube
ε doit impérativement tendre vers zéro.
Remarquons que, cet estimateur naturel est en fait un cas particulier de l’estima-
teur général :

IEn(xt|y1, · · · , yt) =

∑n
i=1Khn(y1:t − ỹi

1:t) × x̃i
t∑n

i=1Khn(y1:t − ỹi
1:t)

(4.2)

avecK un noyau à support compact ethn tel, que sĩyi
1:t /∈ Bε(y1:t) alorsKhn(y1:t−

ỹi
1:t) = 0.

L’étude des propriétés de cet estimateur est plus délicate que celle des deux pré-
cédents.

Etude de la convergence ponctuelle

Théorème 4.1.13 (Vitesse de convergence ponctuelle sous condition de déri-
vabilité) Si les hypothèses suivantes sont vérifiées :

H1 - y1:t est un point fixé deIRtq tel quegt(y1:t) > 0.
H2 - limn→∞ εn = 0 et limn→∞

n

log(nε−tq
n )

= ∞.

H3 - Le noyauK est symétrique, borné, intégrable et à support compact.
H4 - hN est tel queKhN

est nul en dehors deBεn(y1:t).
H5 - ‖xt‖ < M <∞
H6 - La densité des observationsgt est continue surBεn(y1:t)

H7 - IE(xt|y1:t) et gt sonts > 0 fois continûment différentiables
au voisinage dey1:t.

H8 - Le noyauK est d’ordres.

Alors presque sûrement

IEn(xt|y1, · · · , yt) − IE(xt|y1, · · · , yt) = O(εsn) +O(

√
log(nε−tq

n )

n
),
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Démonstration : D’après les considérations de la démonstration du théorème
3.4.4

IEn(xt|y1, · · · , yt) = IEN(xt|y1:t)

D’après le théorème 4.1.2,

FN
t (y1:t) − IE(xt|y1, · · · , yt) = O(hs

n) +O(

√
logN

Nhtq
N

),

le lemme 3.4.2 donne donc le résultat.

Théorème 4.1.14 (Vitesse de convergence ponctuelle sous condition de Lip-
schitz)Si les hypothèses H1-H6 du théorème 4.1.13 sont vérifiées et si IE(xt|y1:t)

et gt sontβ−lipschitziennes alors presque sûrement

|IEn(xt|y1, · · · , yt) − IE(xt|y1, · · · , yt)| = O(εβn) +O(

√
log(nε−tq

n )

n
)

Démonstration : Mêmes arguments que pour la démonstration du théorème
4.1.13.

Etude de la convergence uniforme

Pour l’étude de la convergence uniforme, les observationsy1:t, sont supposées
appartenir à un compactC.

Théorème 4.1.15 (Vitesse de convergence uniforme sous condition de dériva-
bilité) Si les hypothèses suivantes sont vérifiées :

H1 - Il existem > 0 tel queinfy1:t∈C gt(y1:t) > m.
H2 - limn→∞ εn = 0 et limn→∞

n

log(nε−tq
n )

= ∞.

H3 - Le noyauK est symétrique, borné, intégrable et à support compact.
H4 - hN est tel queKhN

est nul en dehors deBεn(y1:t).
H5 - ‖xt‖ < M <∞
H6 - Le noyauK est lipschitzien surC.
H7 - IE(xt|y1:t) etgt sonts > 0 fois continûment différentiables dansC.
H8 - Le noyauK est d’ordres.

Alors presque sûrement

sup
y1:t∈C

|IEn(xt|y1, · · · , yt) − IE(xt|y1, · · · , yt)| = O(εsn) +O(

√
log(nε−tq

n )

n
)



4.1 Espérance conditionnelle 125

Démonstration : Mêmes arguments que pour la démonstration du théorème
4.1.13.

Théorème 4.1.16 (Vitesse de convergence ponctuelle sous condition de Lip-
schitz)Si les hypothèses H1-H6 du théorème 4.1.15 sont vérifiées et si IE(xt|y1:t)

et gt sontβ−lipschitziennes surC alors presque sûrement

sup
y1:t∈C

|IEn(xt|y1, · · · , yt) − IE(xt|y1, · · · , yt)| = O(εβn) +O(

√
log nε−tq

n

n
)

Démonstration : Mêmes arguments que pour la démonstration du théorème
4.1.13.

Corollaire 4.1.16.1 (vitesse optimale)Soit

εn = α
(tq)1/s

n1/(2s)
0 < α <∞

alors sous les hypothèses du théorème 4.1.13 on a

IEn(xt|y1, · · · , yt) − IE(xt|y1, · · · , yt) = O





√
( tq

2s
+ 1) logn

n



 ps

et sous les hypothèses du théorème 4.1.15 on a

sup
y1:t∈C

|IEn(xt|y1, · · · , yt) − IE(xt|y1, · · · , yt)| = O





√
( tq

2s
+ 1) logn

n



 ps

Théorème 4.1.17 (vitesse de convergence en moyenne quadratique) Suppo-
sons les conditions suivantes vérifiées :

H1 - gt(y1:t) > 0, y1:t point fixé deIRtq.
H2 - IE(xt|y1:t) et gt sont deux fois continûment différentiables

au voisinage dey1:t.
H3 - limn→∞ εn = 0.
H4 - u 7→ IE[x2

t |u] est continue au pointy1:t.
H5 - K est borné, intégrable, positif, symétrique et à support compact.
H6 - hN est tel queKhN

est nul en dehors deBεn(y1:t).
H7 - K est un noyau d’ordre2.

Alors

IE[IEn(xt|y1, · · · , yt) − IE(xt|y1, · · · , yt)]
2 = O(ε4n) +O(1/n)



126 Estimation de l’état d’un système

Démonstration : D’après le démonstration du théorème A.2.5 et les considé-
rations du début de la démonstration du théorème 3.4.4 on a

IE[IEn(xt|y1, · · · , yt) − IE(xt|y1, · · · , yt)]
2 = IE[FN

t (y1:t) − IE(xt|y1, · · · , yt)]
2

= O(h4
N) +O(1/(Nhtq

N))

le lemme 3.4.2 permet de conclure.

Corollaire 4.1.17.1 Supposons les hypothèses du théorème 4.1.17 vérifiées, alors
en prenantεn = O(n−1/4) on a

IE[IEn(xt|y1, · · · , yt) − IE(xt|y1, · · · , yt)]
2 = O(1/n)

4.1.5 Estimation de l’espérance par le filtre avec ré-échantil-
lonnage

L’estimation de l’espérance peut se faire indépendamment de l’estimation de
la densité pour le filtre avec ré-échantillonnge. Cependant, le calcul de l’estimation
de l’espérance s’intègre, aisément, dans l’algorithme décrit dans la partie 3.2.4 du
chapitre précédent. Il suffit de calculer, juste après le ré-échantillonnage de l’étape
1, oùx̄1

t , . . . , x̄
n
t ∼ pn

t :

x̂n
t =

1

n

n∑

i=1

x̄i
t. (4.3)

Théorème 4.1.18Sous les hypothèses du théorème 3.5.2, si pour toutt le support
dep(xt|y1:t) est contenu dans un compactCt connu alors






lim
n→∞

hn = 0

lim
n→∞

nhq+d
n

logn
= 0

=⇒ lim
n→∞

|x̂n
t − IE[xt|y1:t]| = 0 ps

Démonstration : Notons IEpt [x|y1:t] = IE[xt|y1:t] l’espérance du filtre opti-
mal et IEpn

t
[x|y1:t] l’espérance du filtre à convolution avec ré-échantillonnage.

Commex ∈ IRd, notonsx = (u1, . . . , ud) et x̂n
t = (ûn

t,1, . . . , û
n
t,d). Par défini-

ton,IEpt[x|y1:t] = (IEpt[u1|y1:t], . . . , IEpt[ud|y1:t]), nous devons donc montrer

lim
n→∞

|ûn
t,i − IEpt[ui|y1:t]| = 0 p.s. pour i = 1, . . . , d (4.4)

Sans perte de généralité prouvons (4.4) pouru1 :

|ûn
t,1 − IEpt [u1|y1:t]| ≤ |ûn

t,1 − IEpn
t
[u1|y1:t]| + |IEpn

t
[u1|y1:t] − IEpt [u1|y1:t]‖
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Tout d’abord étudions le comportement du second terme :

|IEpn
t
[u1|y1:t] − IEpt[u1|y1:t]| = |

∫
u1 p

n
t (u1|y1:t)du1 −

∫
u1 pt(u1|y1:t)du1|

Raisonnons par l’absurde : supposons que

lim sup
n→∞

|
∫
u1 p

n
t (u1|y1:t)du1 −

∫
u1 pt(u1|y1:t)du1| = a > 0

Alors comme le support dep(xt|y1:t) est contenu dans le compactCt connu, il
en est de même des estimationspn

t (xt|y1:t), puisqu’on attribue alors un poids nul
aux particules extérieures àCt. Si on noteC1

t , la restriction deCt à la première
composante dext, u1 on a alors :

a = lim sup
n→∞

|
∫

C1
t

u1 p
n
t (u1|y1:t)du1 −

∫

Cb

u1 pt(u1|y1:t)du1|

≤ lim sup
n→∞

∫

C1
t

|u1||pn
t (u1|y1:t) − pt(u1|y1:t)|du1

≤ lim sup
n→∞

max
C1

t

|u1|
∫

Cb

|pn
t (u1|y1:t) − pt(u1|y1:t)|du1

≤ lim
n→∞

max
C1

t

|u1| ‖pn
t (u1|y1:t) − pt(u1|y1:t)‖L1

= 0 a.s., d’après le théorème 3.5.2

ce qui contredit0 < a.
On a donc

lim
n→∞

|IEpn
t
[u1|y1:t] − IEpt [u1|y1:t]| = 0 p.s.

Comme par hypothèse la densitépn
t est restreinte à un compact connu, il existe

unM > 0 tel queIEpn
t
[u4

1|y1:t] ≤M et IEpn
t
[u2

1|y1:t] ≤M .

Il reste à montrer que

|ûn
t,1 − IEpn

t
[u1|y1:t]| → 0 p.s.. (4.5)

Nous avons

|ûn
t,1 − IEpn

t
[u1|y1:t]| = | 1

n

∑n
i=1 ū

i
t,1 − IEpn

t
[u1|y1:t]|

= | 1
n

∑n
i=1 Zi|
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oùZi = ūi
t,1−IEpn

t
[u|y1:t]. Les variableZ1, . . . , Zn sont identiquement distribuées

et indépendantes conditionnellement àFt−1 l’ensemble les variables simulées jus-
qu’à l’instantt − 1. On aIE[Z2

i ] ≤ M , IE[Z4
i ] ≤ M et IE[Zi|Ft−1] = 0 car en

toute rigueurIEpn
t
[u|y1:t] = IEpn

t
[u|y1:t,Ft−1] puisque cette espérance dépend de

Ft−1 au travers depn
t .

On obtient

IE[(

n∑

i=1

Zi)
4] = nIE[Z4

1 ] +
n(n− 1)

2
IE[Z2

1 ]
2

carIE[ZiZjZkZl] = IE[IE[Zi|Ft−1]IE[ZjZkZl|Ft−1]] = 0 pour tout triplet(j, k, l)
de{1, . . . , n} − i. On en déduit, d’après l’inégalité de Markov-Tchebychev

P (
∣∣1
n

n∑

i=1

Zi

∣∣ > ε) ≤
∣∣ 1
n

∑n
i=1 Zi

∣∣4

ε4

≤ IE[Z4
1 ]

n3ε4
+

IE[Z2
1 ]

2

2n2ε4

≤ M

n3ε4
+

M2

2n2ε4

Comme la série de terme généralM
n3ε4 + M2

2n2ε4 est convergente, d’après le lemme de
Borel-Cantelli, on a que1

n

∑n
i=1 Zi converge presque sûrement vers 0. Le résultat

(4.5) est ainsi prouvé.

4.2 Mode conditionnel

Contrairement à la médiane, l’utilisation du mode de la distribution comme
estimateur de l’état présente certains avantages. Tout d’abord, c’est un estimateur
plus robuste que celui de la moyenne mais, comme il a été expliqué précédem-
ment, cette qualité est moins critique dans ce contexte de filtrage. Le mode est
plus avantageux que la moyenne, essentiellement lorsque ladistribution d’intérêt
est multimodale, avec un mode plus grand que les autres. Dansce cas, la moyenne
empirique peut fournir des valeurs totalement improbables(comprises entre deux
modes) alors que le mode empirique fournit un des modes de la distribution.
L’estimation du mode d’une densité de probabilité est un problème ancien de la
statistique, (voir Sager([115]) pour une revue mathématique et historique), qui
pose des difficultés hors du cadre des modèles paramétriques, notamment, pour
l’estimation de densités à l’aide de noyaux de convolution.L’estimation du mode
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de la densité du filtre optimal, au travers de nos filtres, est donc assez délicate.
En effet, au problème de l’estimation du mode pour l’estimateur à noyau de la
densité, s’ajoute celui que la densité génératrice des particules n’est qu’une ap-
proximation de la densité du filtre optimal.
Un des premier à considérer ce problème pour le cas univarié fut Parzen([106]).
Il a montré, que sous certaines conditions, le maximum de l’approximation de la
densité par noyau de convolution est un estimateur convergent et asymptotique-
ment normal du mode pour des variables indépendantes identiquement distribuées
(i.i.d.). La plupart des nombreux développements consécutifs à ces travaux, s’in-
teressent à la normalité asymptotique, par exemple on peut citer Samanta ([116])
pour le cas multivarié, Eddy ([60]), Romano ([114]) pour un affaiblissement des
hypothèses. Vieu ([126]) en 1996, a comparé les estimateursà noyaux du mode
globaux et locaux (choix duhn).
Les propriétés de convergence et de normalité asymptotiqueont aussi été établies
pour le mode conditionnel par Samanta & Thavasneswaran ([117]). De même,
des résultats ont aussi été obtenus pour des données dépendantes. Comme ce cas
sort de notre contexte, nous ne nous étendrons pas sur ce point. Pour davantage
d’information, on peut se référer, par exemple, à Berlinet &al. ([8]).
La plupart des estimateurs du modeθ proposés dans la littérature, dont ceux évo-
qués ci-dessus, s’expriment sous la forme

θ̂n ∈ argmax
θ

fn(θ)

où fn est la densité estimée de l’échantillonx1, . . . , xn. Parfois, ils sont aussi ex-
primés comme le zéro de la dérivée defn, les hypothèses de convergence sont
alors modifiées. Le principal problème est donc, qu’en pratique, le temps de cal-
cul est très élevé. En effet, une procédure de maximisation,même optimisée, re-
quiert toujours de nombreux calculs de la fonctionfn et, pour minimiser le risque
de tomber sur un maximum local il est préférable de renouveler plusieurs fois la
maximisation avec des points de départ différents. De plus,comme l’a remarqué
Devroye ([49]), ces méthodes usuelles de recherche de l”argmax” fonctionnent
correctement seulement lorsquefn est assez régulière : continue, unimodale,. . .

Finalement, en pratique, l’argmax est approximé par une maximisation sur un
maillage de l’espace. Mais, lorsque la dimension de l’espace d’état augmente, le
nombre de noeuds de la grille augmente exponentiellement, le temps de calcul
devient donc considérable.
Une telle technique n’est donc pas du tout adaptée au filtrageen ligne d’un sys-
tème dynamique puisqu’elle est trop coûteuse en terme de temps de calculs. Par
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contre une nouvelle approche du problème, proposée par Abraham & al. ([1])
semble bien mieux convenir. Ces auteurs proposent plutôt deprendre

θ̂n ∈ argmax
θ∈{x1,...,xn}

fn(θ).

Cela revient à prendre le maillage le plus naturel qui soit, puisque les points
x1, . . . , xn sont naturellement concentrés autour de leur mode. Ainsi, pratique-
ment, il est seulement nécessaire de calculern fois, fn pour obtenir l’estimateur.
Cette qualité numérique permet d’introduire l’estimationdu mode en cours de fil-
trage. De plus, cet estimateur du mode a d’aussi bonnes propriétés théoriques que
ses concurrents (Abraham & al. [1],[2]).
Une adaptation de cette dernière approche est proposée, en plus de l’approche
classique, pour nos filtres par convolution, dans la suite.

Pour le contexte du filtrage, le modem est défini par

m ∈ argmax
xt

pt(xt|y1:t).

Naturellement, les estimations proposées sont de la forme

m̂n ∈ argmax
xt

p̂n
t (xt|y1:t).

où p̂n
t (xt|y1:t) est une estimation de la densité du filtre optimal.

Selon la nature du filtre, à ré-échantillonnage ou pas, l’étude des propriétés théo-
riques de l’estimation du mode sera différente. Ces deux cassont donc abordés au
travers des deux sections suivantes.

4.2.1 Estimation du mode par les filtres à convolution simple

Tous les développements de cette section sont réalisés pourle filtre à convo-
lution simple. Cependant, ils restent totalement valablespour le filtre à mémoire
tronquée, pour lequel il suffit de restreindre les dimensions.
Nous généralisons au cas multivarié et adaptons au contextedu filtrage, l’approche
proposée par Samanta & Thavaneswaran ([117]).

Nous supposons que pour toutes observationsy1:t, pt(xt|y1:t) est uniformé-
ment continue enxt et admet un unique modem défini par

pt

(
m(y1:t)|y1:t

)
= max

xt

pt(xt|y1:t)
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L’ hypothèse d’unicité du mode peut sembler forte, cependant, le choix du mode
comme estimateur de la valeur de l’état n’est pas pertinent en dehors de ce contexte.

Tout d’abord, rappelons la forme de l’estimation du filtre optimal fourni par le
filtre à convolution simple :

p̂n
t (xt|y1:t) =

∑n
i=1Kh(xt − x̃i

t)Kh(y1:t − ỹi
1:t)∑n

i=1Kh(y1:t − ỹi
1:t)

L’estimation dem, m̂n est donc définie par

p̂n
t

(
m̂n|y1:t

)
= max

xt

p̂n
t

(
xt|y1:t) (4.6)

Théorème 4.2.1Soit z = (xt, y1:t), si le noyauK est une densité bornée, si de
plus

− supz ‖z‖tq+dK(z) <∞
− Il existeC > 0, tel que supz |K(z + v) −K(z)| ≤ C‖v‖, v ∈ IRtq+d

− La densité conjointepXY est uniformément continue et vérifie∫
‖z‖γpXY (z)dz <∞ pour certainsγ > 0

− La densité marginalepY est positive et continue au pointy1:t

− La densité du filtre optimalp(xt|y1:t) est bornée poury1:t

alors
limn→∞ hn = 0

limn→∞
nhtq+d

n

log n
= ∞ =⇒ lim

n→∞
m̂n = m ps

Démonstration : SoientpXY (xt, y1:t) la densité conjointe dext ety1:t, pY (y1:t) la
densité marginale dey1:t. Suivant ces notations, leurs approximations respectives
sont

p̂n
XY (xt, y1:t) =

1

n

n∑

i=1

Kh(xt − x̃i
t)Kh(y1:t − ỹi

1:t)

et

p̂n
Y (y1:t) =

1

n

n∑

i=1

Kh(y1:t − ỹi
1:t)

On a

supxt
|pt(xt|y1:t) − p̂n

t (xt|y1:t)| ≤ 1

p̂n
Y (y1:t)

sup
xt

|pXY (xt, y1:t) − p̂n
XY (xt, y1:t)|

+ sup
xt

pt(xt|y1:t)|1 − pY (y1:t)

p̂n
Y (y1:t)

|



132 Estimation de l’état d’un système

D’après le théorème A.1.3, on a

lim
n→∞

sup
xt

|pXY (xt, y1:t) − p̂n
XY (xt, y1:t)| = 0 ps

de plus, selon le théorème A.1.2 on a aussi

lim
n→∞

p̂n
Y (y1:t) = pY (y1:t) ps

Comme par hypothèse,pt(xt|y1:t) est bornée, on en déduit

lim
n→∞

sup
xt

|pt(xt|y1:t) − p̂n
t (xt|y1:t)| = 0 ps

d’où le résultat.

Comme nous l’avons évoqué dans l’introduction de la partie sur le mode, il
est possible de considérer un estimateur du mode,m̃n, ne faisant pas intervenir de
procédure d’optimisation. Il est défini par :

p̂n
t

(
m̃n|y1:t

)
= max

xt∈Sn

p̂n
t

(
xt|y1:t) (4.7)

avecSn = {x̃i
t}i=1,...,n. Le gain en terme de temps de calcul d’un tel estimateur

est évident, puisqu’il suffit d’évaluer̂pn
t , n fois pour l’obtenir.

Cet estimateur (4.7), comme le montre le théorème 4.2.2, possède d’aussi bonnes
propriétés théoriques que le précédent (4.6). Avant d’énoncer ce résultat, il est
nécessaire d’introduire, conformément à Abraham & al. ([1], [2]), les ensembles
“ligne de niveau”A(ε) :

∀ ε > 0, A(ε) = {x ∈ IRd : pt(x|y1:t) > pt(m|y1:t) − ε}

ainsi que leurs diamètres diamA(ε) :

diamA(ε) = sup{‖x− y‖ : x, y ∈ A(ε)}

Théorème 4.2.2Sous les hypothèses du théorème 4.2.1, si de plus,pt(xt|y1:t)

vérifieA(ε) → 0 lorsqueε→ 0 alors

limn→∞ hn = 0

limn→∞
nhtq+d

n

log n
= ∞ =⇒ lim

n→∞
m̃n = m ps

Démonstration : La preuve s’inspire de Abraham & al. ([1]) et Romano ([114]).
Elle utilise les deux lemmes suivants, dont la preuve est établie dans Abraham &
al. ([1]).
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Lemme 4.2.1 SiA(ε) → 0 lorsqueε → 0 alors pour toutδ > 0, supV c
δ (m) pt <

pt(m|y1:t)

Lemme 4.2.2 Si pt(xt|y1:t) vérifieA(ε) → 0 lorsqueε → 0 alors, presque sûre-
ment, pour toutδ > 0, maxSn∩Vδ(m) pt → pt(m|y1:t)

avecVδ(m) la boule ouverte de rayonδ centrée enm et V c
δ (m) son complémen-

taire.

Pour toutδ > 0, d’après le lemme 4.2.1,supV c
δ (m) pt < pt(m|y1:t). Soitεδ =

pt(m|y1:t)−supV c
δ (m) pt, comme d’après le théorème 4.2.1, on asup |pt− p̄n

t | → 0

lorsquen tend vers l’infini, il existeN(εδ) tel que pour toutn > N(εδ) on a

sup
V c

δ (m)

|pt − p̄n
t | < εδ/2

et donc

sup
V c

δ (m)

p̄n
t < pt(m|y1:t)

par conséquent

lim sup
n→∞

sup
V c

δ (m)

p̄n
t < pt(m|y1:t)

soit encore

lim sup
n→∞

sup
V c

δ (m)∩Sn

p̄n
t < pt(m|y1:t)

Comme d’après le lemme 4.2.2,maxSn∩Vδ(m) pt → pt(m|y1:t) et que d’après
le théorème 4.2.1,sup |pt − p̄n

t | → 0, on en déduit

lim sup
n→∞

sup
V c

δ (m)∩Sn

p̄n
t < lim sup

n→∞
sup

Vδ(m)∩Sn

p̄n
t

Comme ceci est vrai pour toutδ > 0 on en déduit le résultat.

4.2.2 Estimation du mode par le filtre à convolution avec ré-
échantillonnage

La situation est plus délicate pour le filtre avec ré-échantillonnage. Il n’est
pas possible d’appliquer le même raisonnement que pour les filtres à convolution
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simple, considérés précédemment, puisque l’estimation dufiltre optimal ne s’ex-
prime pas comme le quotient d’une densité conjointe et d’unedensité marginale.
Elle est de la forme suivante

p̂n
t (xt|y1:t) =

∑n
i=1Kh(x̃

i
t − xt)Kh(ỹ

i
t − yt)∑n

i=1Kh(ỹi
t − yt)

avec les couples{(x̃i
t, ỹ

i
t)}i=1,...,n obtenus en appliquant le système dynamique à

des états{x̄i
t−1}i=1,...,n générés suivant̂pn

t−1(xt|y1:t).
Pour simplifier l’étude théorique, nous ne prenons pas commeestimateur du mode,
la valeurxt maximisant̂pn

t (xt|y1:t) mais, nous le calculons à partir de l’étape sui-
vante dans l’algorithme de filtrage. Plus précisément, pourestimer le filtre optimal
à l’instantt + 1, on génère tout d’abordn états{(x̄i

t}i=1,...,n suivantp̂n
t (xt|y1:t).

Ces états intermédiaires,x̄i
t sont utilisés comme éléments de base pour estimer le

mode. Par nécessité théorique, on suppose en générer un nombrenm pouvant être
différent den. Ainsi on considère une nouvelle approximation du filtre optimal

p̄n,nm
t (xt|y1:t) =

1

nm

nm∑

i=1

K̄h̄(x̄
i
t − xt) (4.8)

OùK̄ est un noyau éventuellement différent deK, le noyau utilisé pour construire
le filtre. L’estimateur du mode est ainsi défini par rapport à l’approximation (4.8) :

m̂n,nm ∈ argmax
xt

p̄n,nm
t (xt|y1:t). (4.9)

La consistance asymptotique dem̂n,nm est assurée par le théorème qui suit.

Théorème 4.2.3Si le noyauK, utilisé pour le filtrage, est de Parzen-Rosenblatt
positif et borné, sip(yt|y1:t−1) > 0 et sip(yt|y1:t−1) est continue enyt pour toutt,
si le noyauK̄, utilisé pour estimer le mode, est une densité bornée, si de plus

− supx ‖x‖dK̄(x) <∞
− Il existeC > 0, tel que supx |K̄(x+ y) − K̄(x)| ≤ C‖y‖, y ∈ IRd

− Pour toutn, pn
t (xt|y1:t) est uniformément continue et vérifie∫

‖xt‖γpn
t (xt|y1:t)dxt <∞ pour certainsγ > 0

alors
limn→∞ hn = 0

limn→∞
nhq+d

n

log n
= ∞

limnm→∞ h̄nm = 0

limnm→∞
nmh̄d

nm

log nm
= ∞

=⇒ lim
n, nm→∞

m̂n,nm = m ps
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Démonstration :

sup
xt

|p̄n,nm
t (xt|y1:t) − pt(xt|y1:t)| ≤ sup

xt∈V
|p̄n,nm

t (xt|y1:t) − IE[p̄n,nm
t (xt|y1:t)]|+

sup
xt

|IE[p̄n,nm
t (xt|y1:t)] − K̄h ∗ pt(xt|y1:t)]|

+ sup
xt

|K̄h ∗ pt(xt|y1:t)] − pt(xt|y1:t)|

Le lemme de Bochner (A.1.1) assure que

lim
h→0

sup
xt

|K̄h ∗ pt(xt|y1:t)] − pt(xt|y1:t)| = 0

Pour toutn fixé, d’après le corollaire A.1.3.1, on a aussi

lim
nm→∞

sup
xt

|p̄n,nm
t (xt|y1:t) − IE[p̄n,nm

t (xt|y1:t)]| = 0 ps

Etudions le cas du troisième terme :

|IE[p̄n,nm
t (xt|y1:t)] − K̄h ∗ pt(xt|y1:t)]| = |

∫
K̄h(xt − u)p̂n

t (u|y1:t)du

−
∫
K̄h(xt − u)pt(u|y1:t)du|

≤
∫
K̄h(xt − u)|p̂n

t (u|y1:t)

−pt(u|y1:t)|du
≤

∫
K̄(u)|p̂n

t (u− h̄ xt|y1:t)

−pt(u− h̄ xt|y1:t)|du
≤ max K̄‖p̂n

t − pt‖L1

Or d’après le théorème 3.5.2, on a‖p̂n
t − pt‖L1 → 0 presque sûrement lorsque

n→ ∞. On en déduit

lim
n,nm→∞

sup
xt

|p̄n,nm
t (xt|y1:t) − pt(xt|y1:t)| = 0 ps

d’où le résultat.

De même que pour les filtres à convolution simple, il est possible de considé-
rer un estimateur du mode ne faisant pas intervenir de procédure d’optimisation,
comme celui proposé par Abraham & al. ([1], [2]). Soitm̃n,nm un tel estimateur :

m̃n,nm = arg max
xt∈Snm

p̄n,nm
t (xt|y1:t). (4.10)

avecSnm = {x̄i
t−1}i=1,...,nm.
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Théorème 4.2.4Sous les hypothèses du théorème 4.2.3, si de plus,pt(xt|y1:t)

vérifieA(ε) → 0 lorsqueε→ 0 alors

limn→∞ hn = 0

limn→∞
nhq+d

n

log n
= ∞

limnm→∞ h̄nm = 0

limnm→∞
nmh̄d

nm

log nm
= ∞

=⇒ lim
n, nm→∞

m̃n,nm = m ps

Démonstration : La preuve, proche de celle du théorème 4.2.2, s’inspire de Abra-
ham & al. ([1]) et Romano ([114]).

Pour toutδ > 0, d’après le lemme 4.2.1,supV c
δ (m) pt < pt(m|y1:t). Soit εδ =

pt(m|y1:t)−supV c
δ (m) pt, comme d’après le théorème 4.2.3, on asup |pt−p̄n,nm

t | →
0 lorsquen etnm tendent vers l’infini, il existeN(εδ) tel que pour toutn > N(εδ)

etNm(εδ, n) tel que pour toutnm > Nm(εδ, n) on a

sup
V c

δ (m)

|pt − p̄n,nm
t | < εδ/2

et donc
sup

V c
δ (m)

p̄n,nm
t < pt(m|y1:t)

par conséquent
lim sup

n,nm→∞
sup

V c
δ (m)

p̄n,nm
t < pt(m|y1:t)

soit encore
lim sup

n,nm→∞
sup

V c
δ (m)∩Sn

p̄n,nm
t < pt(m|y1:t)

Comme d’après le lemme 4.2.2,maxSnm∩Vδ(m) pt → pt(m|y1:t) et que d’après
le théorème 4.2.3,sup |pt − p̄n,nm

t | → 0, on en déduit

lim sup
n,nm→∞

sup
V c

δ (m)∩Snm

p̄n,nm
t < lim sup

n,nm→∞
sup

Vδ(m)∩Snm

p̄n,nm
t

Comme c’est vrai pour toutδ > 0, on en déduit le résultat.

4.3 Conclusion du quatrième chapitre

Ce chapitre propose deux alternatives pour estimer la valeur de l’état du sys-
tème dynamique, l’espérance et le mode de la densité du filtreoptimal. En géné-
ral, l’espérance est préférée au mode car elle à la propriétéde minimiser l’erreur
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quadratique, cependant comme nous l’avons précédemment évoqué, le mode est
intéressant pour des densités multimodales avec un mode prédominant.
Les estimateurs de l’espérance et du mode sont bâtis à partird’estimations de la
densité du filtre optimal présentées dans le troisième chapitre. L’estimation du
mode, par le biais des noyaux de convolution, requiert souvent beaucoup plus
de temps de calcul que l’estimation de l’espérance, ce qui est très dissuasif pour
du filtrage en ligne. Ce problème, d’ordre pratique, a pu êtrecontourné, grâce
à l’emploi d’une technique d’estimation rapide et efficace,inspirée des travaux
d’Abraham & al. ([1],[2]).
Finalement, nous avons établi, dans ce chapitre, deux techniques d’estimation de
l’état d’un système dynamique à base de noyaux de convolution. Ces deux ap-
proches ont l’avantage d’être utilisables en ligne tout en étant consistantes.
Ces estimations découlent toutes deux, de la densité estimée du filtre optimal. Plus
généralement, il est possible d’utiliser cette densité estimée pour bâtir des estima-
teurs de l’état d’autres natures, tels que des intervalles de confiance ou des quan-
tiles. L’étude des propriétés théoriques de tels estimateurs reste à réaliser, mais
elle semble toutefois accessible, au vu des résultats du troisième chapitre et des
nombreux travaux, dans la littérature, relatifs aux estimateurs non paramétriques.
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Chapitre 5

Estimation conjointe
états-paramètres d’un système
dynamique

Les paramètres d’un système dynamique et en particulier d’un modèle de bio-
procédé sont souvent très mal connus, sinon totalement inconnus. D’un point de
vue pratique il est donc très pertinent en filtrage de chercher à prendre en compte
cette méconnaissance, et d’estimer simultanément les états et les paramètres in-
connus.
Le système dynamique plus général, ci-dessous, nous place dans un tel contexte :

{
xt+1 = ft(xt, θx, εt)

yt = ht(xt, θy, ηt)
(5.1)

Dans la suite,θ = (θx, θy) ∈ IRp désigne l’ensemble des paramètres inconnus.
La nature statistique des bruits aléatoiresεt et ηt est supposée totalement connue.
Cependant si les variances des bruits sont inconnues, il suffit de supposer qu’ils
sont réduits et de mettre leurs écarts-types en paramètres.
L’estimation de paramètres de systèmes dynamiques est une tâche souvent diffi-
cile, car les données sont dépendantes. Dans le contexte du filtrage, c’est encore
plus difficile puisque seulement une partie des données, lesy1, · · · , yt sont dispo-
nibles.
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5.1 Approche empirique

Il est parfois possible, pour certains paramètres, de proposer des fonctions de
coût à minimiser. C’est par exemple le cas, quand le bruit estadditif sur le modèle
d’observation et que les paramètres inconnus sont uniquement dans le modèle
d’état : {

xt+1 = ft(xt, θ, ε)

yt = ht(xt) + ηt
(5.2)

Pour un tel système, la fonction coût définie par l’expression

C(θ) =
( 1

T

T∑

t=1

[
yt − ht

(
x̂t(θ)

)]2

− σ2
η

)2

avecx̂t(θ) un estimateur deIE[xt|y1:t, θ], est naturelle. En effet, sixt remplace
x̂t(θ), par la loi forte des grands nombres on a queC → 0 lorsqueT → ∞.
Comme il est raisonnable de supposer quex̂t(θ) est d’autant plus proche dext

queθ est proche de sa vraie valeur, il semble donc pertinent de minimiserC(θ).
En pratique, pour notre approche, la minimisation deC(θ) n’est pas évidente car
x̂t(θ) est aléatoire, puisque dépendant des particules générées.Il faut donc avoir
recours à des procédures de minimisation spéciales, très lourdes en terme de temps
de calcul et qui visent la minimisation deIE[C(θ)]. De plus, théoriquement, il est
très difficile, voire impossible, d’étudier l’erreur commise en minimisant cette
fonction, sa justification n’étant qu’empirique.
Nous préférons donc proposer une adaptation des estimateurs statistiques clas-
siques à nos filtres, plutôt que de chercher des fonctions de coût originales et
d’étudier leurs propriétés.
Cependant, les résultats de la minimisation deC(θ) sur quelques exemples sont
donnés, à titre indicatif, dans le chapitre portant sur les applications.
Le problème théorique de la minimisation deC(θ) est essentiellement dû au terme
x̂t(θ). En effet, les propriétés statistiques dex̂t(θ) sont inconnues et il en serait de
même si on le remplaçait parIE[xt|y1:t, θ]. Un moyen simple pour éluder cet obs-
tacle est d’utiliser uniquement lesy1, · · · , yt observés pour estimer les paramètres.
Toutes les méthodes proposées par la suite sont basées sur ceprincipe.

En premier lieu les estimateurs usuels en statistique sont considérés : les moin-
dres carrés et le maximum de vraisemblance. Le calcul de ces deux estimateurs
fait appel à une étape de minimisation ou maximisation, cette phase est assez
problématique pour nos filtres. En effet, comme il a été évoqué précédemment
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certaines quantités considérées dans les deux cas sont aléatoires. Après une dis-
cussion autour de ce problème, est proposée une autre méthode d’estimation, dans
l’esprit de Monte Carlo, évitant cette phase d’optimisation.

5.2 Estimateurs des Moindres Carrés conditionnels

L’estimateur des moindres carrés usuel n’est pas ici applicable puisque seuls
les yt sont à disposition et ils sont, de plus, dépendants. Considérons donc un
estimateur des moindres carrés conditionnel, introduit pour traiter les séries chro-
nologiques (Tong [124]).

5.2.1 Estimateur théorique

Cette généralisation des moindres carrés, permet dans le cas de variables dé-
pendantes, d’estimer des paramètres inconnus de leur distribution. Ces résultats
présentés par Tong([124]) sont issus des travaux de Klimko et Nelson ([90]). Leur
caractère général leur donne un grand intérêt, mais le calcul pratique de cet esti-
mateur est souvent mal aisé.

Soit le processus stochastiqueyt, t = 1, 2, · · · , défini sur un espace proba-
bilisé (Ω,F , Pθ), dont la distribution dépend du vecteurθ = (θ1, · · · , θp) ap-
partenant à un ouvert d’un espace euclidien. Dans la suite, la vraie valeur des
paramètres est notéeθ0. SoitFt la tribu engendrée pary1, · · · , yt,

g(θ, Ft) = IEθ[yt+1|Ft]

et
ut(θ) = yt − g(θ, Ft−1).

Le processus{ut(θ0)} introduit ci-dessus, est une différence de martingales, les
propriétés de ces objets sont étudiées en détail par Stout ([123]).
Etant donnésy1, · · · , yT , pour estimerθ selon ce critère, il faut minimiser la
somme des carrés conditionnels définie par

QT (θ) =

T−1∑

t=1

(yt+1 − g(θ, Ft))
2

L’estimateurθT deθ0, est donc solution du système d’équations

∂QT (θ)

∂θi
= 0 i = 1, · · · , p.
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La démonstration de la convergence deθT versθ0 repose sur le contrôle du dé-
veloppement de Taylor à l’ordre 2 deQT . Il faut donc supposer queIEθ[yt+1|Ft]

est deux fois différentiable par rapport à chacun des paramètres(θ1, · · · , θp). Les
hypothèses du théorème étant faites sur des éléments du développement de Taylor,
nous allons d’abord l’expliciter. Il existe unθ∗, vérifiant‖θ0 − θ∗‖ ≤ ‖θ0 − θ‖ tel
que :

QT (θ) = QT (θ0) + (θ − θ0)
′∂QT (θ0)

∂θ
+

1

2
(θ − θ0)

′∂
2QT (θ∗)

∂θ2
(θ − θ0)

= QT (θ0) + (θ − θ0)
′∂QT (θ0)

∂θ
+

1

2
(θ − θ0)

′VT (θ − θ0)

+
1

2
(θ − θ0)

′RT (θ∗)(θ − θ0)

avec

VT =
∂2QT (θ0)

∂θ2

RT (θ∗) =
∂2QT (θ∗)

∂θ2
− VT .

L’hypothèse fondamentale du théorème est

2

T
VT → V ps (5.3)

oùV est une matrice constante définie positive. Cependant, la fonctionQT consi-
dérée ici, donne plus d’information sur cette hypothèse. Enremarquant que

1

2
VT =

[ T−1∑

t=1

∂g(θ, Ft)

∂θi

∂g(θ, Ft)

∂θj

]
ij
−

[ T−1∑

t=1

∂2g(θ, Ft)

∂θi∂θj

ut+1(θ0)
]
i,j

l’ajout d’une hypothèse d’intégrabilité, entraîne par la loi forte pour les martin-
gales ([123])

1

T

T−1∑

t=1

∂2g(θ, Ft)

∂θi∂θj
ut+1(θ0) → 0 ps.

Il reste alors seulement à montrer, pour satisfaire l’hypothèse 5.3, que

1

T

[ T−1∑

t=1

∂g(θ, Ft)

∂θi

∂g(θ, Ft)

∂θj

]
→ V ps.

A présent que les notations sont précisées, énonçons le théorème de Klimko et
Nelson ([90]) :
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Théorème 5.2.1Supposons que

(i) limT→∞ supδ→0(RT (θ∗)ij/nδ) <∞ ps, aveci, j ≤ p

(ii) 5.3 est vérifiée
(iii) T−1∂QT (θ0)/∂θi → 0, ps aveci ≤ p

Soientε > 0, δ > 0 donnés etNδ la sphère centrée enθ0 de rayonδ. Alors pour
certainsδ∗, 0 < δ∗ < δ, il existe un événementE avecP (E) > 1 − ε et un entier
T0 tels que, pour toutT > T0,QT atteint un minimum relatif enθT ∈ Nδ∗

La démonstration s’appuie sur le théorème d’Egorov (voir [91]) et utilise les
hypothèses pour majorer les termes du développement de Taylor. Elle est détaillée
dans ([124]) et ([90]). Toutefois, il est important de noterqu’elle reste valable pour
toute fonctionQT vérifiant les hypothèses (i)-(iii).

Corollaire 5.2.1.1 Sous les hypothèses du théorème précédent, il existe une suite
d’estimateursθT → θ0 ps, et pourε > 0, il existe un événementE avecP (E) >

1 − ε et unT0 tels que surE pourT > T0,QT atteigne un minimum relatif enθT

Des résultats de vitesse de convergences et de normalité asymptotiques sont
aussi donnés dans ([90]) sous l’ajout d’autres hypothèses.

Cet estimateur est intéressant, mais en général, et surtoutdans notre contexte,
la quantitég(θ, Ft) = IEθ[yt+1|Ft] est inconnue. Il faut donc se contenter de l’esti-
mer. Or, les noyaux de convolution appliqués sur les trajectoires simulées suivant
le système nous permettent de construire un estimateur. L’étude de l’impact sur
θT de la substitution deIEθ[yt+1|Ft] par un estimateur, lors d’un calcul pratique,
est réalisée dans la section suivante.

5.2.2 L’estimateur en pratique

Dans le contexte du filtrage, la quantitéIEθ[yt+1|Ft] n’est pas accessible ; il
faut alors la remplacer par un estimateur notémt+1,n(θ). Dans un premier temps,
nous précisons la forme demt+1,n(θ) pour notre approche par noyaux de convo-
lution. Len ,différent du temps, représente l’asymptotique de l’estimateur. Dans
notre cas,n correspond au nombre de trajectoires simulées. Dans un deuxième
temps, nous étudions l’effet de cette substitution sur le plan théorique.
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Construction de l’estimateur

Rappelons tout d’abord la forme du système de notre cadre de travail
{
xt+1 = ft(xt, θx, εt)

yt = ht(xt, θy, ηt).
(5.4)

Soit un instantt+ 1 fixé. Supposons que les paramètresθ sont connus, les obser-
vations(y1, · · · , yt+1) suivent alors une loiνt+1. Si la densité dey1:t est notéegt

etψt+1(y1:t) =
∫
yt+1dνt+1(y1:t, yt+1) alors

IE[yt+1|y1, · · · , yt] =
ψt+1(y1, · · · , yt)

gt(y1, · · · , yt)

Mais les deux fonctionsgt et ψt+1 dépendent des paramètresθ. Cette dépen-
dance est prise en compte au travers des notationsψθ,t+1 et gθ,t. La quantité à
estimer peut alors s’écrire sous la forme :

IEθ[yt+1|y1, · · · , yt] =
ψθ,t+1(y1, · · · , yt)

gθ,t(y1, · · · , yt)

Il suffit de construire des estimateurs deψθ,t+1 et gθ,t. Or les fonctionsft,ht

et la distribution de l’état initialx0 sont connues. Donc pour unθ donné, il est
possible de générern trajectoires(x̃i

t, ỹ
i
t) où t ∈ IN∗ et i = 1, · · · , n suivant le

système 5.4. Et pour touti = 1, · · · , n, (ỹ1,i, · · · , ỹt+1,i) ∼ νθ,t+1. L’estimateur de
IEθ[yt+1|y1, · · · , yt],mt+1,n(θ), construit à partir de ces trajectoires est défini par

mt+1,n(θ) =
ψn,θ,t+1(y1:t)

gn,θ,t(y1:t)

=

∑n
i=1Khn(ỹi

1:t − y1:t)ỹ
i
t+1∑n

i=1Khn(ỹi
1:t − y1:t)

où ψn,θ,t+1 et gn,θ,t sont respectivement les estimateurs deψθ,t et gθ,t construits
avec le noyau de convolutionK et l’estimateur empirique deνθ,t, νn,θ,t = 1

n

∑n
i=1 δỹi

1:t
.

L’estimation de la fonctionQT est ainsi définie par

Q̂T,n(θ) =
T∑

t=1

(yt −mt,n(θ))2

et l’estimateur des moindres carrés associé est

θ̂T,n = arg min
θ

Q̂T,n(θ)
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Etude de ses propriétés théoriques

Pour obtenir des résultats de convergence, il est nécessaire d’introduire une
hypothèse de type convergence uniforme surθ de Q̂T,n versQT , car on a besoin
de la convergence des “argmin”. On sera confronté au même type de problème
pour le maximum de vraisemblance.
Comme on utilise un nombre fini d’estimateursm1,n(θ), . . . , mT,n(θ) pour construi-
re Q̂T,n, il suffit donc d’imposer la contrainte à ces derniers.

L’approche la plus simple consiste à introduire l’hypothèse

H : ∀ t ∈ IN, mt,n(θ) converge uniformément enθ versIEθ[yt+1|Ft] ps

Théorème 5.2.2SousH et sous les hypothèses du théorème 5.2.1
Il existe une suite d’estimateurŝθT,n → θ0 ps, lorsqueT etn tendent vers l’infini,
et pourε > 0, il existe un événementE avecP (E) > 1 − ε et unT0 tels que sur
E pourT > T0, Q̂T,n atteigne un minimum en̂θT,n.

Démonstration : D’après le théorème 5.2.1, on sait que le résultat est vrai
pour la suite d’estimateurθT , minimiseurs deQT . Comme pour toutT fixé,QT,n

dépend d’un nombre fini d’estimateursmt,n(θ) uniformément convergents,QT,n

converge uniformément versQT . Et doncθT,n converge versθT ps.

Cette hypothèseH est difficile à vérifier en pratique puisqu’elle dépend essen-
tiellement du système dynamique considéré et du rôle tenu par le paramètre. Il est
aussi possible, d’utiliser une hypothèse moins forte baséesur des propriétés d’épi-
convergence. La propriété d’épi-convergence pour une suite de fonctions, garantit
la convergence desargmin vers l’argmin de la fonction limite. Nous donnons ici
uniquement les éléments utiles à notre problématique ; pourplus de détail sur ces
notions, on peut se référer par exemple à Rockafellar & Wets([113] ou à Dal Maso
([27]).

Définition 5.2.1 Soit une suite de fonctionfn d’un espace métrique(E, d) dans
ĪR. S’il existe une fonctionf telle que pour toutx ∈ E,

sup
O∈Vx

lim inf
n→∞

inf
y∈O

fn(y) = sup
O∈Vx

lim sup
n→∞

inf
y∈O

fn(y) = f(x)

avecVx ensemble des voisinages ouverts dex dansE, alors on dit que la suitefn

est épi-convergente versf
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Le théorème suivant précise la propriété des suites épi-convergentes qui nous
intéresse.

Théorème 5.2.3 ( Corollaire 7.20 dans Dal Maso ([27])Soient une suitefn épi-
convergente versf etxn un minimiseur defn. Six∗ est un point d’accumulation
de(xn) alorsx∗ est un minimiseur def et

f(x∗) = lim sup
n→∞

fn(xn).

Si (xn) converge versx∗, alorsx∗ est un minimiseur def et

f(x∗) = lim
n→∞

fn(xn).

Comme, dans notre contexte, les estimations sont ponctuellement convergentes
sous certaines conditions, le résultat du théorème 5.2.4 ci-dessous est intéressant.

Définition 5.2.2 Une suite de fonctionfn d’un espace métrique(E, d) dans ĪR

est dite équi-continue si pour toutε > 0 , il existe unη > 0 et unN tel que pour
toutn > N , tout couple(x, y) vérifiantd(x, y) < η on a |fn(x) − fn(y)| < ε

Théorème 5.2.4 ( Proposition 5.9 dans Dal Maso ([27])Si une suitefn est équi-
continue surE, alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) fn est épi-convergente versf
(ii) fn convergence ponctuellement versf

Ainsi on peut remplacer l’hypothèseH par la suivante

H′ : ∀ t ∈ IN, mt,n(θ) est équi-continue enθ

Théorème 5.2.5SousH′ et sous les hypothèses du théorème 5.2.1, si
- les observationsyt sont contenues dans un compact G.
- le noyauK est positif lipschitsien.
- limn→∞ h = 0 et limn→∞ nhtd/ logn = ∞.
Il existe une suite d’estimateurŝθT,n → θ0 ps lorsqueT etn tendent vers l’infini,
et pourε > 0, il existe un événementE avecP (E) > 1 − ε et unT0 tels que sur
E pourT > T0, Q̂T,n atteigne un minimum en̂θT,n.

Démonstration :D’après les théorèmes énoncés au chapitre 4, si lesy1, · · · , yt

sont contenus dans un compactG et le noyauK est positif lipschitsien, alors les
conditionslimn→∞ h = 0 et limn→∞ nhtd/ logn = ∞ entraînent la convergence
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presque sûre demk+1,n(θ) vers IEθ[yk+1|y1, · · · , yt] surG pour toutk ≤ t et
pour toutθ. Donc àT fixé, Q̂T,n convergence presque sûrement versQT , pour
tout θ. Ainsi, d’après l’hypothèseH′ et le théorème 5.2.4, on a quêQT,n est épi-
convergente presque surement versQT . Le théorème 5.2.1 permet de déduire le
résultat.

5.3 Maximum de vraisemblance

Pour faciliter la lecture, rappelons la forme générale du système au coeur de
notre étude : {

xt+1 = ft(xt, θx, εt)

yt = ht(xt, θy, ηt)

où les fonctionsft,ht et la nature statistique des bruits sont connues.
L’idée de maximiser la vraisemblance deθ = (θx, θy) ∈ IRp est naturelle, elle
est donc apparue très tôt. Kitagawa([87],[88]) notamment aproposé une estima-
tion de la vraisemblance. Bien entendu, la vraisemblance n’est pas généralement
calculable, il faut alors avoir recours à des estimations. Or les approches de type
Monte Carlo fournissent des estimations aléatoires. La maximisation est ainsi très
lourde en terme de temps de calcul. Doucet([55]) a récemmentétudié la question.
Il propose deux méthodes de maximisation de type gradient. Les résultats obtenus
sur différents exemples sont encourageants malgré quelques problèmes de varia-
bilité du gradient.
Les estimateurs de la vraisemblance, présentés dans cette partie, sont construits à
partir de nos filtres par convolution. Le problème de la maximisation est discuté
dans la section suivante.

La vraisemblance des observationsθ est par définition :

L(θ) = p(y1, · · · , yt|θ)

= p(y1|θ)
t∏

i=2

p(yi|y1, · · · , yi−1, θ).

Suivant le filtre à noyau de convolution utilisé, l’estimateur de la vraisem-
blance varie. Les différents cas sont détaillés dans les sections suivantes.
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Estimation du maximum de vraisemblance pour un filtre à mé-
moire complète

Le cas du filtre à mémoire complète est très simple ; il n’est pas utile de dé-
composer la vraisemblance en produit de densités conditionnelles puisqu’une es-
timation immédiate est disponible :

L̂n(θ) = pn(y1, · · · , yt|θ)

=
1

n

n∑

i=1

Khn(ỹi
1:t − yi

1:t)

Ainsi comme estimateur du maximum de vraisemblance on prend

θ̂n = arg max
θ

L̂n(θ)

Estimation du maximum de vraisemblance pour un filtre à mé-
moire tronquée

Dans cette partie, on suppose que le filtre optimal ne requiert pas toute la
mémoire (cf. §3.3). Concrètement, il est suffisant de connaître lesT dernières
observations :p(xt|y1, · · · , yt) = p(xt|yt−T , · · · , yt).
Lorsque la mémoire est tronquée, il est nécessaire de passerpar la décomposition
en produit de densités conditionnelles. Plus précisément :

L(θ) =
t∏

i=1

p(yi|y1, · · · , yi−1, θ).

=
T∏

i=1

p(yi|y1, · · · , yi−1, θ)
t∏

i=T+1

p(yi|yi−T , · · · , yi−1, θ).

= p(y1, · · · , yT |θ)
t∏

i=T+1

p(yi|yi−T , · · · , yi−1, θ)

L’estimateur s’obtient naturellement en substituant, auxdensités, leurs estima-
tions :

L̂n,T (θ) = pn(y1, · · · , yT |θ)
t∏

i=T+1

pn
T (yi|yi−T , · · · , yi−1, θ)

=
1

n

n∑

i=1

Khn(ỹi
1:T − yi

1:T )
t∏

i=T+1

∑n
j=1Khn(ỹj

i−T :i − yj
i−T :i)∑n

j=1Khn(ỹj
i−T :i−1 − yj

i−T :i−1)
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Ainsi comme estimateur du maximum de vraisemblance on prend

θ̂n,T = arg max
θ

L̂n,T (θ)

Estimation du maximum de vraisemblance pour un filtre avec
sélection

La situation est plus complexe à formaliser pour le filtre avec sélection. Dans
ce cas il est nécessaire d’introduire desȳi

t intermédiaires dans l’algorithme de gé-
nération. Il faut procéder de la manière suivante :

- Au tempst > 1.
- Soientx̃i

t−1, où i = 1, · · · , n des réalisations dep
(
xt−1|Bε(y1:t−1)

)
.

- Par évolution desn réalisations suivant le système dynamique sans sélection on
obtient(x̄i

t, ȳ
i
t), où i = 1, · · · , n.

- Ainsi les ȳi
t, aveci = 1, · · · , n sont des réalisations dep

(
yt|Bε(y1:t−1)

)
.

On peut alors construire un estimateur de la vraisemblance par convolution
desȳi

t :

L̂n,ε(θ) =
t∏

i=1

pn
(
yi|Bε(y1:i−1)

)
.

=
t∏

i=1

1

n

n∑

j=1

Khn(ȳj
i − yi)

Mais les variables ainsi simulées(x̄i
t, ȳ

i
t), ne sont pas utilisables pour continuer

le filtrage. Il faut simuler des(x̃i
t, ỹ

i
t), telles quẽyi

t ∈ Bε(y1:t).

L’estimateur du maximum de vraisemblance est alors

θ̂n,ε = arg max
θ

L̂n,ε(θ)

Estimation du maximum de vraisemblance pour un filtre avec
ré-échantillonnage

Comme pour le cas précédent, la formalisation n’est pas immédiate. Mais il
n’est pas nécessaire, dans ce cas, d’introduire des variables intermédiaires. Toutes
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les quantités nécessaires au calcul de l’estimateur sont calculées au cours de l’al-
gorithme de filtrage par noyau avec ré-échantillonnage. En effet, plaçons-nous à
un instantt fixé :

- Soitpn(xt|y1, · · · , yt) l’ estimation du filtre optimal fournie par l’algorithme.
- Génération des̄xi

t, pouri = 1, · · · , n suivantpn(xt|y1, · · · , yt).
- Evolution desx̄i

t suivant le système dynamique pour obtenir(x̃i
t+1, ỹ

i
t+1) où

i = 1, · · · , n.
- Ainsi les ỹi

t+1, aveci = 1, · · · , n sont des réalisations depn(yt+1|y1:t).

En appliquant à chaque instantt, un noyau de convolution aux̃yi
t+1, on obtient

l’estimation de la vraisemblance suivante :

L̂r
n(θ) =

t∏

i=1

1

n

n∑

j=1

Khn(ỹj
i − yi)

On prend donc comme estimateur du maximum de vraisemblanceθ̂r
n défini

comme suit :

θ̂r
n = arg max

θ
L̂r

n(θ)

Propriétés théoriques des estimateurs

Pour montrer la convergence de ces différents estimateurs de θ : θ̂n,θ̂n,T , θ̂n,ε

ou θ̂r
n, il est nécessaire d’introduire, comme pour l’estimateur des moindres carrés

conditionnel, une hypothèse de type convergence uniforme en θ, de l’approxima-
tion de la vraisemblance. Ainsi chacun des estimateurs considérés converge vers
le maximum de la vraisemblance associé auxt donnéesy1, . . . , yt, lorsquen tend
vers l’infini et le maximum de la vraisemblance converge presque sûrement vers
θ (sous les hypothèses usuelles) lorsquet tend vers l’infini.
Ce qui précède peut se résumer par le théorème suivant

Théorème 5.3.1Soit θt l’estimateur du maximum de vraisemblance deθ. Soit
θn,t = arg maxLn(θ), avecLn estimation de la vraisemblanceL(θ) poury1, . . . , yt.
SiLn converge uniformément enθ versL pour toutt alors

lim
n→∞

θn,t = θt ps
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Démonstration : Par hypothèse, pour toutε > 0, pour toutt, il existe unN
tel que, pour toutn > N , on ait‖θt − θn,t‖ ≤ ε.

Cette hypothèse de convergence uniforme est très forte et très difficile à étudier
en pratique. Comme dans le cas de l’estimation des moindres carrés conditionnels,
pour certains de nos filtres à noyaux de convolution, on peut considérer une hypo-
thèse plus faible d’équi-continuité. Il est possible d’utiliser cette hypothèse plus
faible seulement pour les filtres convergeant ponctuellement. Or les résultats de
convergence ponctuelle presque sûre ont été établis pour tous les filtres consi-
dérés ci-dessus, excepté le filtre avec ré-échantillonnage. Les hypothèses varient
légèrement suivant l’estimateur considéré :

Théorème 5.3.2Soitθt l’estimateur du maximum de vraisemblance deθ. Si L̂n

est équi-continue enθ, siK est un noyau de Parzen-Rosenblatt positif et borné, si
L est continue au pointy1, . . . , yt alors

limn→∞ hn = 0

limn→∞
nhtq

n

log n
= ∞ =⇒ lim

n→∞
θ̂n = θt ps

Démonstration : Comme la vraisemblance correspond à la densité conjointe
desy1, . . . , yt, L(θ) = p(y1, . . . , yt|θ), les hypothèses du théorème 3.2.2 étant
vérifiées, on a la convergence ponctuelle presque sûre pour tout θ deLn versL.
Ainsi, d’après le théorème 5.2.4, on a queLn est épi-convergente versL. D’où le
résultat.

Remarque : Dans ce théorème on suppose implicitement l’existence d’un
unique maximum pour la fonction de vraisemblance. Même si cen’est pas le
cas, la propriété d’épi-convergence assure la convergencede θ̂n vers un élément
de l’argmax de la vraisemblance.

Théorème 5.3.3Soitθt l’estimateur du maximum de vraisemblance deθ. SiL̂n,T

est équi-continue enθ, siK est un noyau de Parzen-Rosenblatt positif et borné, si
L est continue au pointyt−T , . . . , yt alors

limn→∞ hn = 0

limn→∞
nhTq

n

log n
= ∞ =⇒ lim

n→∞
θ̂n,T = θt ps

Démonstration : Idem théorème 5.3.2.



152 Estimation conjointe états-paramètres

Théorème 5.3.4Soitθt l’estimateur du maximum de vraisemblance deθ. Si L̂n,ε

est équi-continue enθ, siK est un noyau de Parzen-Rosenblatt positif et borné, si
L est continue au pointy1, . . . , yt alors

limn→∞ εn = 0

limn→∞
n

log n

ε
tq
n

= ∞ =⇒ lim
n→∞

θ̂n,εn = θt ps

Démonstration : Même raisonnement que pour le théorème 5.3.2, mis à part que
l’on s’appuie sur le résultat de convergence ponctuelle du filtre avec sélection éta-
bli par le théorème 3.4.5.

5.4 Problèmes d’optimisation relatifs à l’estimation
de paramètres

L’estimation des moindres carrés et toutes les estimationsde la vraisemblance
proposées précédemment sont aléatoires conditionnellement aux observations. En
effet, pour les calculer avec des observationsy1:t fixées, il est nécessaire de gé-
nérer des particules, suivant des lois de probabilités dépendantes de la valeur de
θ. Pour obtenir des estimations classiques des moindres carrés ou du maximum
de vraisemblance, il faut donc faire appel à des procédures d’optimisation sto-
chastique pour minimiser l’espérance de l’estimation des moindres carrés ou pour
maximiser l’espérance de l’estimation de la vraisemblance.

L’étude des problèmes d’approximation et d’optimisation stochastiques est as-
sez ancienne. La première approche est due à Robbins & Monro ([111]). Ils ont
proposé une méthode pour calculer la solution d’une équation du typeM(x) = m

lorsque desY (x) tels queIE[Y (x)] = M(x) sont uniquement observés. Parmi les
nombreux travaux visant à étudier les propriétés théoriques des algorithmes d’ap-
proximation stochastique, on peut citer parmi les plus récents, ceux de Delyon([45])
ou de Chen & al. ([22]). Pour une étude plus générale de l’approximation stochas-
tique on peut se référer à Delyon([46]). A noter que les travaux de Chen & al.
([22]) ont pour but de régler les problèmes de stabilité de l’algorithme initial de
Robbins-Monro.
Cependant, notre objectif est légèrement différent. Nous cherchons à minimiser
ou maximiser l’espérance d’une fonction aléatoire. Peu de temps après Robbins-
Monro, Kiefer & Wolfowitz ([86]) ont été les premiers à introduire une pro-
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cédure de maximisation stochastique. Ces deux procédures sont à l’origine de
nombreuses procédures d’optimisation stochastique, ainsi la technique récemment
élaborée par Doucet([55]) est elle une modification de l’algorithme de Robbins-
Monro. Le principal défaut de ces approches est la lenteur deleur convergence ;
plusieurs procédures d’accélération de la convergence ontdonc été proposées.
Lors des applications, nous avons comparé les approches originales et l’approche
avec accélération de la convergence mise au point par Fabian([61]). Les perfor-
mances observées pour la procédure de Fabian sont supérieures à celles de la
méthode standard de Kiefer-Wolfowitz. Les principes de sa mise en oeuvre sont
exposés en annexe. Cependant, le temps de calculs requis esttoujours très lourd
et certains paramètres étant au choix de l’utilisateur, la prise en main de cette pro-
cédure de minimisation n’est donc pas aisée.
Comme un des objectifs de cette thèse est de fournir des techniques d’estimation
suffisamment rapides pour une utilisation en ligne, nous n’avons pas poussé plus
avant les investigations sur cette voie.
Bien entendu, pour une estimation des paramètres hors ligne, une telle approche
est envisageable. Dans ce cas, pour chaque système considéré il sera nécessaire
de réaliser une étape préliminaire pour régler les paramètres de l’algorithme de
minimisation stochastique.

Pour contourner le problème lié au caractère aléatoire des fonctions à minimi-
ser ou maximiser, une approche, utilisable pour certains denos filtres, est envisa-
geable. Il s’agit de s’affranchir du caractère aléatoire, en restant sur une réalisation
du hasard fixée. Cette approche s’apparente à des techniquesd’optimisation sur
des estimations MCMC, voir Geyer ([63]), pour une revue autour de cette ques-
tion. Le principe est le suivant : pour tous les instantst du passé, les quantités aléa-
toires simulées sont identifiées à leurs réalisations, il est alors possible d’utiliser
les algorithmes de minimisation classiques de type Gauss-Newton. L’estimation
des paramètres est ainsi obtenue pour une réalisation aléatoire donnée.
Malheureusement, cette technique, qui consiste à figer les variables aléatoires du
passé n’est pas applicable à tous les filtres par convolutionproposés. Elle peut uni-
quement s’appliquer au filtre à mémoire complète et au filtre àmémoire tronquée
car aucune sélection n’est effectuée sur les particules. Decette manière, la fonc-
tion à optimiser n’est plus aléatoire. Pour le filtre avec sélection ou le filtre avec
ré-échantillonnage, les étapes de sélection ou de ré-échantillonnage maintiennent
un caractère aléatoire à la fonction à optimiser. Bien que les aléas soient figés, on
reste dans le cadre de la minimisation stochastique.
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En contrepartie, cette technique d’aléas figés semble particulièrement bien adap-
tée au cas des systèmes dynamiques contrôlés évoqué dans le chapitre suivant.
En effet, la recherche du contrôle optimal dans le cadre stochastique, consiste à
minimiser l’espérance d’une fonction aléatoire. Or, le caractère aléatoire est lié à
la génération de particules utilisées pour prédire les états futurs du système. Par
conséquent, toutes ces générations de particules sont réalisées sans aucune sélec-
tion. Ainsi, quel que soit le filtre utilisé, il est possible d’appliquer cette technique
pour chercher la commande optimale.
L’étude des propriétés théoriques de cette technique n’estpas réalisée ici. Il est
important de noter que des résultats sur la moyenne d’estimations, calculés sur un
ensemble de réalisations données, ne serait pas d’un grand intérêt puisque l’ob-
jectif de cette technique est de gagner du temps. Pour resterdans l’esprit de cette
approche, il serait intéressant d’étudier le comportementde l’estimateur du para-
mètre (sur une réalisation du hasard), lorsque le nombre d’observations tend vers
l’infini. Il semble donc que l’ajout d’une hypothèse d’ergodicité soit nécessaire à
l’obtention de tels résultats théoriques.
De plus, il est peut-être envisageable, d’adapter une démarche comparable à celle
de l’approche plus générale présentée dans les paragraphessuivants.

Des travaux de Hürzeler & Künsch ([82]), inspirés de techniques d’approxi-
mation et de maximisation de vraisemblance par des méthodesMCMC présentées
par Geyer([63], offrent un cadre théorique général pour de telles démarches.
L’idée est que les variables aléatoires, générées pour calculer l’estimation d’inté-
rêt, restent valables lorsque les paramètresθ varient et qu’il suffit de faire varier
leurs poids respectifs. Afin de préciser ce concept, soit unefonction coûtu(θ) à
optimiser définie par

u(θ) = IEθ[g(θ, Y )] =

∫
g(θ, y)dPθ(y)

où la fonctiong est connue et la loi de probabilité dey dépend deθ. Soient
Y1, . . . , Yn un échantillon dePθ alors une estimation MCMC deu(θ) est donnée
par

un(θ) =
1

n

n∑

i=1

g(θ, Yi)

Pour optimiserun(θ), il faut donc avoir recours à des techniques d’optimisation
stochastique. Mais si l’on suppose qu’il existe une loi de probabilitéQ indépen-
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dante deθ, telle quePθ admette une densitéfθ par rapport àQ, alors on a

u(θ) =

∫
g(θ, y)fθ(y)dQ(y)

SoientY1, . . . , Yn un échantillon deQ alors

un(θ) =
1

n

n∑

i=1

g(θ, Yi)fθ(Yi)

ainsi il est possible d’optimiserun(θ) grâce aux techniques classiques (non sto-
chastique). L’étude des propriétés théoriques de cette méthode d’optimisation sta-
tique est réalisée dans Geyer([63]).
Une adaptation au contexte séquentiel du filtrage non linéaire, pour la maximisa-
tion de la vraisemblance, est réalisée par Hürzeler & Künsch([82]) . Plusieurs pro-
blèmes se posent en pratique ; par exemple, pour certaines valeurs des paramètres,
tous les poids associés aux variables peuvent être faibles,fournissant alors une
estimation de mauvaise qualité. Cependant, cette approchedemeure très attractive
car elle permet de réaliser des optimisations à l’aide d’un seul échantillon. De
plus, elle reste tout à fait valide lorsque la valeur des paramètres varie peu. Ainsi
Cérou & al. [[17]) ont proposé une estimation du filtre dérivébasée sur ce principe.

Bien entendu, Il est aussi possible d’utiliser une version stochastique de l’al-
gorithme EM pour ce type de problème d’optimisation. Hürzeler & Künsch ([82])
proposent quelques références sur cette alternative, maissa difficulté d’implémen-
tation la rend rédhibitoire.

5.5 Estimation des paramètres par une approche ba-
yésienne

L’idée d’utiliser des méthodes particulaires à des fins d’estimation de para-
mètres n’est pas nouvelle. Pour une revue de la question, on peut consulter Dou-
cet ([55]) ou Liu & West ([98]). Le principe général est simple : le paramètre
θ est muni d’une loi a priori initialep0(θ) et le paramètre est ajouté dans l’état
zt = (xt, θ). De manière analogue au filtre de Monte Carlo pondéré, à chaque ins-
tant la loi deθ est estimée. Plusieurs problèmes se posent alors pour l’évolution
desθ̃i

t générés, d’un instantt à t+ 1.
La première approche consiste à ne faire subir aucune évolution aux θ̃i

t+1 = θ̃i
t.
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Cette technique parait assez rigoureuse théoriquement mais, en pratique, elle est
catastrophique. L’exploration de différentes valeurs pour θ est uniquement réali-
sée dans l’étape d’initialisation. On aboutit donc quel quesoit le filtre de Monte
Carlo utilisé à une divergence de l’algorithme. En effet, pour le filtre pondéré clas-
sique tout le poids est rapidement attribué à une valeur qui apeu de chances d’être
la bonne. Pour le filtre avec interaction, la diversité des valeurs deθ̃i

t baisse inévi-
tablement à chaque instant.
L’idée naturelle pour éviter cette perte de diversité consiste à perturber un peu
les valeurs des̃θt pour continuer à explorer différentes valeurs des paramètres au
cours de l’algorithme. Leur évolutioñθi

t+1 = θ̃i
t +ηt est donc artificiellement brui-

tée (voir par exemple Liu & West ([98]). Ce type de méthode empirique peut être
englobé dans un cadre plus rigoureux où l’on impose une dynamique artificielle
aux paramètres (Kitagawa[89],Higuchi[74]). Une autre approche, proposée par
Gilks & Berzuini ([65]), n’utilise pas de dynamique artificielle, mais un modèle
de Markov caché. Mais cette dernière approche ne permet pas d’estimer la valeur
des paramètres et soulève quelques problèmes théoriques.
A notre connaissance, les méthodes de filtrage de type Monte-Carlo ne sont globa-
lement pas efficaces, pour estimer les paramètres d’un système dynamique. Cela
est, essentiellement, dû au caractère discret de la mesure de probabilité empi-
rique associée aux paramètres. Plus simplement, ces procédures souffrent des
mêmes problèmes que les filtres de Monte-Carlo. Pour contourner ce problème
West([131]) a proposé de lisser la mesure empirique obtenuede la loi a posteriori
des paramètres, avec une loi normale. Dans une certaine mesure, l’approche que
nous proposons ici, est une généralisation de cette idée.

En effet, la procédure de filtrage par noyau de convolution fournit uniquement
des densités de probabilités. Le problème dû au caractère discret est ainsi naturel-
lement éludé. Dans notre approche, le noyau peut bien sûr être une loi normale,
d’où le lien avec West([131]). Mais tout autre fonction vérifiant les conditions im-
posées aux noyaux peut convenir.
Il est vrai, que la convolution par un noyau peut être vue comme un bruit arti-
ficiel. Ainsi, notre approche pourrait s’apparenter à celles précitées. Cependant,
il demeure certaines différences à son crédit. Notre démarche reste totalement
rigoureuse, puisque nous utilisons le modèle naturelθt+1 = θt, les résultats de
convergence sont établis dans la suite. Ce qui, en terme de bruitage artificiel de la
dynamique, signifie que l’on a identifié toute une famille de bruits acceptables et
que l’on a caractérisé la façon dont leur variance doit décroître vers zéro.
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En pratique, le problème va se présenter comme pour le filtre par noyau avec
ré-échantillonnage. Une densité de probabilité des paramètrespn

t (θ|y1:t) est es-
timée à chaque instantt et à l’instantt + 1, un échantillon dẽθ est tiré suivant
pn

t (θ|y1:t) avant d’effectuer l’évolution des particules ainsi régénérées. Puis, en te-
nant compte de la nouvelle observationyt+1, une nouvelle estimation de la densité
conditionnelle des paramètres est construite. Il suffit ensuite de recommencer les
mêmes opérations à chaque instant.
Cette procédure d’estimation deθ s’intègre facilement à tous les filtres par noyau
de convolution proposés. Afin de clarifier la formalisation de cette procédure, un
algorithme permettant son implémentation est proposé dansla partie suivante.

Avant de développer cet algorithme, précisons les quantités à estimer dans
le cas d’un système dynamique contenant des paramètresθ inconnus. La densité
cible est toujoursp(xt|y1:t), il faut l’exprimer en fonction deθ :

p(xt|y1:t) =

∫
p(xt, θ|y1:t)dθ

Les particules sont générées de manière à estimer la densitéconjointep(xt, θ|y1:t).
Cette densité jointe joue un rôle central dans l’algorithme. Mais pratiquement, afin
d’estimer des valeur de l’état et des paramètres, les densités marginalesp(xt|y1:t)

etp(θ|y1:t) vont aussi être estimées.
L’algorithme exposé dans la partie suivante, construit ainsi des estimations de
p̂(xt|y1:t) et dep̂(θ|y1:t) en appliquant un noyau de convolution à des particules
générées suivantp(xt, θ|y1:t).

Remarque : Les paramètresθ étant des valeurs fixées, il peut paraître sur-
prenant de leur appliquer une densité de probabilité. Cettedensité représente en
fait une connaissance a priori. Cette approche s’inscrit dans le débat entre les sta-
tistiques bayésiennes et les statistiques classiques. On ne s’étendra pas ici sur le
sujet. Cette question est notamment discutée par Robert([112]) ou Bernardo &
Smith ([11]).

5.5.1 Algorithme de filtrage pour des systèmes dynamiques pa-
ramétrés

Soit p0(θ) la loi a priori des paramètres. Elle représente l’incertitude sur les
vraies valeurs inconnues deθ, θ0. Son choix pose un problème théorique et pra-
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tique. Mais il est raisonnable, de supposer que les spécialistes ayant fourni le
système dynamique à étudier, aient une idée sur la nature de la loi, ou soient au
moins en mesure de proposer un intervalle, ou une boule, contenant les valeurs des
paramètres. Dans ce dernier cas, un choix naturel pourp0(θ) est la loi uniforme
sur l’intervalle ou sur la boule.

L’algorithme ci-dessous, permet de calculer des estimations dep(xt, θ|y1:t),
p(xt|y1:t) et p(θ|y1:t). La première loi est l’élément clé de l’algorithme. Elle sert
de générateur de variables aléatoires et est mise à jour à chaque instant. Les deux
dernières loi de probabilité servent uniquement pour estimerxt etθ.
Cet algorithme est proposé pour le filtre par convolution avec ré-échantillonnage
car il en est l’extension naturelle. En pratique, l’utilisateur doit choisir la loi a
priori p0(θ) des paramètres, le nombre de particulesn et la largeur de la fenêtreh.

Initialisation : t = 1

- Génération des trajectoires : pouri = 1, · · · , n

x̄i
0 ∼ p0(x), θ̄i

0 ∼ p0(θ), ε̃i
0 ∼ Lε0, η̃

i
1 ∼ Lη1

x̃i
1 = f1(x̄

i
0, θ̄

i
0, ε̃

i
0)

ỹi
1 = h1(x̃

i
1, θ̄

i
0, η̃

i
1)

θ̃i
1 = θ̄i

0

- Estimation des densités :

p̂n
1 (x, θ|y1) =

∑n
i=1Khn(ỹi

1 − y1) ×Khn(θ̃i
1 − θ) ×Khn(x̃i

1 − x)∑n
i=1Khn(ỹi

1 − y1)

p̂n
1 (θ|y1) =

∑n
i=1Khn(ỹi

1 − y1) ×Khn(θ̃i
1 − θ)∑n

i=1Khn(ỹi
1 − y1)

p̂n
1 (x|y1) =

∑n
i=1Khn(ỹi

1 − y1) ×Khn(x̃i
1 − x)∑n

i=1Khn(ỹi
1 − y1)

-t = t+ 1

Etape t : t > 1

Et1 - Génération des trajectoires : pouri = 1, · · · , n
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(x̄i
t−1, θ̄

i
t−1) ∼ p̂n

t−1(x, θ|y1:t−1), ε̃i
t−1 ∼ Lεt−1, η̃

i
t ∼ Lηt

x̃i
t = ft(x̄

i
t−1, θ̄

i
t−1, ε̃

i
t−1)

ỹi
t = ht(x̃

i
t, θ̄

i
t−1, η̃

i
t)

θ̃i
t = θ̄i

t−1

Et2 - Estimation des densités :

p̂n
t (x, θ|y1:t) =

∑n
i=1Khn(ỹi

t − yt) ×Khn(θ̃i
t − θ) ×Khn(x̃i

t − x)∑n
i=1Khn(ỹi

t − yt)

p̂n
t (θ|y1:t) =

∑n
i=1Khn(ỹi

t − yt) ×Khn(θ̃i
t − θ)∑n

i=1Khn(ỹi
t − yt)

p̂n
t (x|y1:t) =

∑n
i=1Khn(ỹi

t − yt) ×Khn(x̃i
t − x)∑n

i=1Khn(ỹi
t − yt)

-t = t+ 1 et retour àEt1.

Remarques :Cette technique d’estimation des paramètres peut s’adapter à
une grande variété de filtres, notamment ceux de Monte Carlo,usuels ou avec
interaction. Cependant, l’étude théorique réalisée dans la suite est uniquement va-
lable pour le filtre par convolution avec ré-échantillonnage.
De plus, il semble que cette approche puisse aussi s’appliquer à des systèmes dy-
namiques dont les paramètresθ varient dans le temps. Plus précisément dans les
cas très généraux où la forme de l’évolution n’est pas connuemais est supposée
assez lente.

5.5.2 Etude des propriétés théoriques

L’étude des propriétés théoriques est effectuée pour l’algorithme présenté ci-
dessus, c’est-à-dire lorsque l’on couple l’estimation de paramètres inconnus au
filtre par convolution avec ré-échantillonnage.

Théorème 5.5.1Sous les hypothèses du théorème 3.5.2,

{
limn→∞

nhq+d+q
n

log n
= ∞

limn→∞ hn = 0
=⇒ lim

n→∞
‖p̂n

t (x, θ|y1:t) − pt(x, θ|y1:t)‖L1 = 0 ps
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Démonstration : Ce résultat se démontre de la même façon que le théorème
3.5.2 en augmentant l’état,xt devientx′t = (xt, θ) et en prenant comme noyau
d’évolution surθ, l’identité. Le noyau d’évolution dex′t est alorsQ′

t = [Qt Id].

Comme pour le problème du filtrage au chapitre 3, il est possible de préciser
la vitesse de convergence, pour cela il faut considérer le noyau K̃1 utilisé pour
estimer la densité conjointe dext, yt, θ).

Corollaire 5.5.1.1 (vitesse de convergenceL1 intégrée) Si pour toutt les den-
sitésp(yt|y1:t−1) = pY et p(xt, yt, θ|y1:t−1) = pXY appartiennent àW s,1 et les
noyauxK̃1 ∈ L1(IR

q+d+p) etK2 ∈ L1(IR
q) sont de classes ≥ 1, si pour certains

ε > 0 on a pour(K, f, a) = {(K2, p(yt|y1:t−1), q), (K̃
1, p(x, θ, yt|y1:t−1), d+ p+

q)},
∫
‖x‖a+εK(x)2dx < ∞ et

∫
(1 + ‖x‖a+ε)f(x)dx < ∞ avechn > 0, si le

noyauK2 est borné, on a

IE
[ ∫

|p̂n
t (x, θ|y1:t) − pt(x, θ|y1:t)|dxt

]
= ut[O(hs

n) +O(1/

√
nhq+d+p

n )]

avecut = 2t − 1.

L’espérance est calculée ici par rapport à toutes les variables aléatoires simulées
et par rapport à la trajectoire d’observationsy1:t.

Démonstration : De même que pour la démonstration précédente, pour mon-
trer ce résultat il suffit d’adapter une démonstration du chapitre 3. Ici il faut se
rapporter à la démonstration du théorème 3.5.3.

Le théorème 5.5.1 assure la convergence des quantités qui nous intéressent le
plus, les lois marginales.

Corollaire 5.5.1.2 Si le noyauK est borné, si pour toutt, p(yt|y1, . . . , yt−1) > 0,
alors limn→∞ hn = 0 et limn→∞ nhq+d+p

n / logn = ∞ entraînent

limn→∞ ‖p̂n
t (x|y1:t) − pt(x|y1:t)‖L1 = 0 ps

limn→∞ ‖p̂n
t (θ|y1:t) − pt(θ|y1:t)‖L1 = 0 ps

Démonstration :
∫
|p̂n

t (x|y1:t) − pt(x|y1:t)|dx =
∫
|
∫

(p̂n
t (x, θ|y1:t) − pt(x, θ|y1:t))dθ|dx

≤
∫
|p̂n

t (x, θ|y1:t) − pt(x, θ|y1:t)|dθdx
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Le théorème 5.5.1 permet de conclure. Pour la convergence dep̂n
t (θ|y1:t) c’est

exactement la même démarche.

La vitesse de convergence des lois marginales est donc supérieure à celle de la
loi conjointe. Le corollaire suivant est immédiat :

Corollaire 5.5.1.3 (vitesse de convergenceL1 intégré) Sous les hypothèses du
corollaire 5.5.1.1

IE[‖p̂n
t (x|y1:t) − pt(x|y1:t)‖L1 ] = ut[O(hs

n) +O( 1√
nhd+q+p

n

)]

IE[‖p̂n
t (θ|y1:t) − pt(θ|y1:t)‖L1] = ut[O(hs

n) +O( 1√
nhd+q+p

n

)]

avecut = 2t − 1.

Pour certains problèmes, il est plus intéressant de fournirune estimation de la
valeur des paramètres plutôt que la densité a posteriori. Dans ce cas, un estimateur
obtenu par cette procédure, peut être la moyenne de l’approximation de la loi
conjointe. Soient(x̄i

t, θ̄
i
t) générés à partir dêpn

t (x, θ|y1:t), notons

θ̂n
t =

1

n

n∑

i=1

θ̄i
t

et

x̂n
t =

1

n

n∑

i=1

x̄i
t

Remarque : Il est possible d’améliorer ces estimationsθ̂n
t et x̂n

t par réduction
de la variance d’échantillonnage (cf §2.3.1).

Certains résultats établis au chapitre 4, permettent de démontrer la conver-
gence dêθn

t et x̂n
t vers respectivementIE[θ|y1:t] et IE[xt|y1:t].

Théorème 5.5.2Si V ar[xt, θt|y1:t] existe et est finie, alorslimn→∞ hn = 0 et
limn→∞ nhd+q+p

n / logn = 0 entraînent

lim
n→∞

|θ̂n
t − IE[θ|y1:t]| = 0 ps

lim
n→∞

|x̂n
t − IE[xt|y1:t]| = 0 ps
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Démonstration : La démonstration est une adaptation de celle du théorème
4.1.18.

Remarque :Les théorèmes précédents assurent que nos estimations convergent
vers la loi a posteriori des paramètres ou versIE[θ|y1:t], selon le cas considéré. Ces
quantités sont les estimateurs bayésiens deθ. Il est alors essentiel de préciser leurs
propriétés théoriques. C’est l’objet du paragraphe suivant.

Consistance des estimateurs bayésiens

Les premiers résultats de consistance des approches bayésiennes sont dus à
Doob ([53, 54]). Pour une étude plus complète on pourra se reporter à Schwartz
([120]). Le résultat que nous énonçons est démontré par Schervish ([119]) sur la
base des travaux de Doob ([53, 54]).

Théorème 5.5.3S’il existe un estimateur consistant deθ0 ∈ Θ lorsque le nombre
d’observationsy1, . . . , yt tend vers l’infini, alors toute loi a posteriori est consis-
tante au sens suivant :
Pour tout élémentA de la tribuF associée àΘ, alors

lim
t→∞

P (A|y1:t) = IA(θ0) ps

où IA est la fonction indicatrice deA.

Enfin, le résultat suivant est démontré dans Schwartz ([120]) :

Théorème 5.5.4S’il existe un estimateur consistant deθ0 ∈ Θ lorsque le nombre
d’observationsy1, . . . , yt tend vers l’infini, alors

lim
t→∞

IE[θ|y1:t] = θ0 ps

Ces deux théorèmes assurent donc que les estimations fournies par notre algo-
rithme convergent vers la vraie valeur des paramètres. La seule condition est que
les observationsy1, . . . , yt contiennent suffisamment d’information pour estimer
les paramètres. Cette condition peut s’interpréter comme une condition d’obser-
vabilité des paramètres.
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5.6 Conclusion du cinquième chapitre

Les différentes approches d’estimation de paramètres proposées dans ce cha-
pitre illustrent bien la grande capacité d’adaptation de nos filtres à convolution.
Les premières, basées sur la maximisation de la vraisemblance estimée et la mini-
misation des moindres carrés conditionnels estimés possèdent cependant plusieurs
défauts. Tout d’abord, ceux d’ordre pratique : le temps de calcul est trop élevé pour
autoriser une utilisation en ligne, il faut choisir arbitrairement le nombre d’obser-
vations sur lequel on fait la minimisation. Celui d’ordre théorique : on a besoin
d’une hypothèse de convergence uniforme, difficile à vérifier.
Pourtant, comme on l’a évoqué, il est possible d’envisager une alternative à l’opti-
misation stochastique, moins coûteuse en terme de temps de calcul. Tout d’abord,
il n’est pas certain que le temps de calcul soit suffisamment réduit pour une uti-
lisation en ligne car, il est tout de même nécessaire d’utiliser un nombreT d’ob-
servation conséquent pour que les estimations puissent converger. En supposant
que l’optimisation soit suffisamment rapide pour travailler en ligne, il est alors
impossible de filtrer tant quet < T , ce qui peut être ennuyeux dans certaines
situations. De plus, les propriétés théoriques de cette optimisation alternative ne
sont pas clairement établies.
L’approche bayésienne d’estimation des paramètres, présentée en dernier lieu, est
parfaitement adaptée à un usage en ligne et ses propriétés théoriques sont claire-
ment établies, sans l’ajout d’hypothèse supplémentaire. Donc cette dernière ap-
proche semble à première vue la plus intéressante.
Toutefois, afin d’évaluer d’un point de vue pratique, le potentiel de ces différentes
approches, une étude comparative est réalisée dans le chapitre des applications.
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Chapitre 6

Perspectives d’application au
contrôle de systèmes dynamiques

Ce chapitre est l’occasion de proposer une adaptation de notre filtre à noyau
de convolution au cas des systèmes contrôlés. L’intérêt de l’étude de ce type de
système n’est plus à démontrer, puisque une grande variété de problèmes réels se
présente sous la forme d’un système dynamique mal observé à contrôler. Pour les
systèmes dynamiques contrôlés, le filtre fournit une estimation de l’état qui aide à
déterminer la commande à appliquer au système, par la variable de contrôle, pour
lui imposer le comportement désiré.
L’introduction d’une variable de contrôleut dans le système dynamique ne pose
pas de difficulté particulière. Elle s’intègre facilement dans nos algorithmes d’es-
timation du filtre optimal. Nous proposons une manière de procéder dans la pre-
mière partie de ce chapitre.
La question du calcul d’un contrôle optimal, pour un objectif de contrôle donné,
est bien plus délicate. Nous l’abordons dans la seconde partie, au travers d’ap-
proches comparables à celles utilisées pour l’estimation de paramètres au chapitre
précédent.

6.1 Introduction d’une commande prédéterminée

Considérons toujours la même classe générale de systèmes dynamiques à la-
quelle on applique à chaque instantt, un contrôleut dont les valeurs sont déjà
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connues pour toutt.
{
xt = ft(xt−1, ut, εt)

yt = ht(xt, ηt)
(6.1)

Description des variables :
-lesxt ∈ IRd sont les variables d’état
-lesut ∈ Cu ⊂ IRl sont les variables de contrôle, avecCu un compact
-lesyt ∈ IRq sont les variables observées
-lesεt sont les bruits du modèle d’état
-lesηt sont les bruits du modèle d’observation

Le système peut se traiter exactement comme un système non contrôlé, pour
tout ce qui concerne les générations de particules. En effet, le système (6.1) est
équivalent au système suivant

{
xt = f̃t(xt−1, εt)

yt = ht(xt, ηt)
avec f̃t(., .) = ft(., ut, .) (6.2)

Comme la valeur de la variableut est déterministe et connue à chaque instant
t, cette formalisation est tout à fait valide. L’emploi de tous les filtres à noyaux
de convolution présentés au troisième chapitre est donc totalement justifié pour
le filtrage de ce systèmes. A fortiori, tous les résultats de convergence sont aussi
valides.

Intéressons nous maintenant au problème rencontré plus fréquemment et d’in-
térêt pratique considérable, la détermination des valeursde la suite des contrôles
ut, en fonction d’un certain objectif. En général, l’objectifest de suivre une tra-
jectoire de référence ou de minimiser un critère. On se ramène alors souvent à un
problème de minimisation par rapport à(ut, . . . , ut+T ) d’une fonction coût objec-
tif Ct(ut, . . . , ut+T , xt, . . . , xt+T ). Selon la situation pratique à laquelle se réfère le
système, on peut, soit vouloir par exemple minimiserCt(ut, . . . , ut+T , xt, . . . , xt+T )

à chaque instantt, soit minimiser la moyenne desCt(ut, xt) sur un horizon fini ou
infini, ou encore minimiser la variance desCt(ut, . . . , ut+T , xt, . . . , xt+T ) sur un
horizon fini ou infini. . .
Toutes ces problématiques relèvent de la théorie du contrôle optimal. Dans le pa-
ragraphe suivant nous illustrons l’application de nos filtres à convolution à un
problème type de contrôle optimal prédictif à horizon glissant.



6.2 Estimation d’un contrôle optimal prédictif 167

6.2 Estimation d’un contrôle optimal prédictif

Considérons le cas, assez général, d’un contrôle prédictifsur un horizon glis-
sant de longueurH. La commande optimale à l’instantt estūt avec

(ūt, · · · , ūt+H) = argmin
ut,··· ,ut+H

t+H∑

k=t

Ck(uk, IE[xk|y1:t−1, ut:k])

Bien entendu, notre approche s’adapte au cas où la somme ci-dessus est pondérée.
Après application de la commande optimaleūt ainsi calculée, on résout un pro-
blème d’optimisation analogue à l’instantt+ 1, et ainsi de suite.

Un exemple classique d’un tel problème de contrôle est le suivi de consigne
par contrôle prédictif. On cherche à maintenirxt au plus près d’une trajectoire de
référencex∗t . La fonction de coût associée est :

(ūt, · · · , ūt+H) = argmin
ut,··· ,ut+H

t+H∑

k=t

‖x∗k − IE[xk|y1:t−1, ut:k]‖2

La recherche de(ūt, · · · , ūt+H) peut donc être réalisée en faisant intervenir les
techniques développées au Chapitre 5. Pour des valeurs en cours deut:k donné, et
pourk = t, t+1, . . . , t+H, IE[xk|y1:t−1, ut:k] pourra être estimée par une généra-
lisation immédiate (prédiction d’état) des algorithmes defiltrage par convolution
présentés dans le troisième chapitre.
Ce calcul sera inséré dans une boucle d’optimisation du critère par rapport à
ut, · · · , ut+H . On peut évidemment craindre une augmentation conséquentedu
temps de calcul.





Chapitre 7

Positionnement par rapport aux
filtres particulaires

Nos filtres par noyaux de convolution sont proches des filtresparticulaires
usuels car, comme eux, ils sont basés sur une génération massive de variables
aléatoires, appelées particules dans le contexte du filtrage. Cependant, les deux
approches sont fondamentalement différentes, puisque lesfiltres par convolution
sont basés sur une estimation de la densité conjointe état-observation, alors que les
filtres particulaires estiment la mesure empirique de l’état, en pondérant judicieu-
sement les particules générées. Toutefois, en modifiant quelque peu la présentation
des filtres par convolution, on peut mettre en évidence la parenté entre les deux
approches. Cette démarche est réalisée dans la suite pour lefiltre par convolution
avec ré-échantillonnage, mais il est tout à fait possible dela mener avec les autres
filtres par convolution.

7.1 Formalisation de type filtre particulaire de l’al-
gorithme du filtre par convolution avec ré-échan-
tillonnage

Soit πn
t l’estimation du filtre optimal,πt, construite avec la méthode de ré-

échantillonnage. Utilisons aussi les notations employéesen filtrage particulaire :
Qt désigne le noyau d’évolution markovien,ψn désigne la fonction de pondéra-
tion d’une particule définie, pour le filtre à convolution considéré, parψn(x̃i

t) =

Khn(yt − ỹi
t). Ainsi notre filtre avec ré-échantillonnage peut se résumeren quatre
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étapes semblables à celles des filtres particulaires régularisés proposés par Oud-
jane([104]) :

- Etape d’échantillonnage

x̃i
t−1 ∼ πn

t−1 pouri = 1, . . . , n

→ estimation de la mesure empiriqueµn
t−1 = 1

n

∑n
i=1 δx̃i

t−1

- Etape d’évolution

x̃i
t ∼ Qt(x̃

i
t−1, .) et ỹi

t ∼ ht(x̃
i
t, ηt) pouri = 1, . . . , n

→ estimation de la mesure prédictiveµn
t|t−1 = 1

n

∑n
i=1 δx̃i

t

- Etape de pondération

1

n

n∑

i=1

δx̃i
t
7→

n∑

i=1

ωi
tδx̃i

t

avec

ωi
t =

Khn(yt − ỹi
t)∑n

j=1Khn(yt − ỹj
t )

→ Approximation de la mesure empirique du filtre optimal :µn
t =

∑n
i=1 ω

i
tδx̃i

t

- Etape de régularisation

πn
t (x) = (Khn ∗ µn

t )(x)

=
∑n

i=1 ω
i
tKhn(x− x̃i

t)

=

∑n
i=1Khn(yt − ỹi

t)Khn(x− x̃i
t)∑n

j=1Khn(yt − ỹi
t)

Ainsi on peut écrire

πn
t = Khn ∗ (ψn ·Qtµ

n
t−1)

Cette formalisation dénature quelque peu les filtres par convolution, puisque
l’idée de base, d’estimer la densité conjointe de(xt, yt) est dissimulée pour mettre
en lumière l’aspect pondération de particule. Cependant, elle permet de faire ap-
paraître la différence essentielle entre les filtres particulaires courants et nos filtres
par convolution : la nature de la fonction de pondérationψn des particules. Pour
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les filtres particulaires, il s’agit de la fonction de vraisemblance des observations,
alors que pour nos filtres, on peut utiliser n’importe quel noyau vérifiant quelques
hypothèses peu contraignantes. Ainsi, l’hypothèse de connaissance de la forme
analytique de la vraisemblance n’est plus requise.
Il est important de noter, que Del Moral & al. ([32],[33]) dans un contexte dif-
férent et pour d’autres raisons, ont utilisé une fonction depondération autre que
la vraisemblance car elle était inaccessible. Ils proposent une fonction de pondé-
ration pouvant s’apparenter à un noyau sur des observationsgénérées, mais leur
objectif n’est pas toutefois d’estimer la densité conjointe état-observation.

Pour résumer, Del Moral & al. ([32],[33]) ont proposé une version où les ob-
servations sont régularisées. Hürzeler & Künsch([81]), LeGland & Oudjane([95])
ou encore Musso & al.([102]) propose de régulariser les variables d’états.
L’intérêt de ces régularisations est de stabiliser en pratique le comportement du
filtre. Théoriquement, cela s’interpréte comme travaillersur le même système,
mais avec des bruits d’amplitudes différentes, vérifiant ainsi un bon rapport si-
gnal/bruit assurant un meilleur fonctionnement des méthodes particulaires.
En présentant les choses sous le même angle, les filtres par convolution introduits
dans ce mémoire, consistent à régulariser tout le système dynamique, c’est à dire
les états et les observations. Il est ainsi possible de les utiliser sur des systèmes
dynamiques mal supportés par les autres filtres puisque la régularisation de tout
le système, nous amène toujours à considérer un système dynamique, proche du
vrai, ayant un bon rapport signal/bruit.
En effet, la régularisation par noyau de convolution peut s’interpréter comme
l’ajout d’un bruit dont l’amplitude est caractérisée par lafenêtre du noyauhn.
Ainsi en pratique, les coefficientshn, utilisés avec les noyaux pour régulariser les
états et les observations, modifient le rapport signal/bruit du système non régula-
risé.
Les démonstrations établies peuvent alors s’interpréter comme suit : lorsque l’er-
reur que l’on commet par rapport au vrai système tend vers zéro, c’est à dire
hn → 0 (en fonction de l’augmentation du nombre de particules), lefiltre par
convolution converge.

Afin de comparer sur le plan théorique le filtre particulaire avec interaction et
le filtre par convolution avec ré-échantillonnage, nous donnons une des propriétés
théoriques du filtre particulaire (Del Moral & Jacod [33]) :
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Théorème 7.1.1Pour toute fonction boréliennef bornée on a

IE[|π̂n
t (f) − πt(f)|] ≤ ct‖f‖∞√

n

où πt est la mesure associée au filtre optimal à l’instantt, π̂n
t son estimation

obtenue par le filtre particulaire avec interaction avecn particules,πt(f) =

IE[f(xt)|y1:t] et π̂n
t (f) = IEπ̂n

t
[f(xt)|y1:t].

D’après Del Moral & Jacod ([33]) p53, les constantesct évoluent typiquement
commeexp(c t2) avecc > 0. Pour le filtre avec ré-échantillonnage on peut étudier
la même quantité :

Théorème 7.1.2Sous les hypothèses du théorème 3.5.3, pour toute fonction bo-
réliennef bornée on a

IE[|p̂n
t (f) − pt(f)|] ≤ ut‖f‖∞[A1h

s
n +

A2√
nhq+d

n

]

avecut = 2t − 1,A1 etA2 positifs indépendants def , n et t.
Où pt est la densité associée au filtre optimal à l’instantt, p̂n

t son estimation
obtenue par le filtre par convolution avec ré-échantillonnage pourn particules.

Démonstration : Elle découle du théorème 3.5.3.

Bien que pour les deux filtres, les majorations de vitesse de convergence soient
très mauvaises par rapport au tempst, celle du filtre avec ré-échantillonnage est
tout de même meilleure lorsquet devient grand. Cependant, dans la mesure où
ces majorations sont obtenues assez grossièrement, on ne peut pas rigoureuse-
ment conclure à la supériorité de l’un où l’autre des filtres.Del Moral & Jacod
([33]) conseillent de se reférer au théorème central limiteafin de mieux appré-
hender l’erreur commise par le filtre avec interaction. Comme nous n’avons pas
encore établi ce type de résultats pour nos filtres, nous ne pouvons les comparer
sur ce plan-là.
Pour résumer, les filtres particulaires sont convergents, les filtres avec convolution
le sont aussi, mais grâce à l’hypothèse d’existence de la densité on peut mon-
trer des résultats théoriques plus forts pour ces derniers,tels que, par exemple, la
convergence en normeL1.
Au vu de la nature actuelle des résultats théoriques de convergence de nos dif-
férents filtres, pour les comparer aux autres filtres particulaires, il est nécessaire
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de les tester en pratique sur différents systèmes dynamiques et dans différentes
conditions. Nous réalisons ce type d’étude au travers d’applications sur des sys-
tèmes simulés, au chapitre suivant.

Comme cela a déjà été évoqué, le principal avantage de nos filtres est de ne pas
exiger la connaissance de la forme analytique de la vraisemblance des particules.
Or, en rajoutant une étape d’estimation de la vraisemblancedans l’algorithme de
construction des filtres particulaires, il est possible de les mettre en place sous
cette hypothèse moins forte. Bien, qu’une telle démarche soit empirique, il est
possible de récupérer les résultats de convergences des filtres particulaires grâce
aux résultats de Del Moral & al. ([32],[33]).
Afin d’illustrer la remarque, cette adaptation des filtres particulaires au cas où la
forme analytique de la vraisemblance est inconnue, est détaillée dans la section
suivante.

7.2 Filtres particulaires construits à partir d’une ap-
proximation de la vraisemblance

Les filtres particulaires avec interaction, ayant largement démontré leur supé-
riorité sur les filtres de Monte Carlo usuels, sont donc utilisé comme supports à
tous les développements réalisés. Cependant, il est tout à fait possible d’envisager
les mêmes modifications sur les filtres de Monte Carlo pondérés.

Tout d’abord rappelons la forme standard de l’algorithme dufiltre particulaire
avec interaction :

Génération den particules

(x̃1
0, · · · , x̃n

0 ) i.i.d. ∼ π0

Calcul du filtre

πn
0 =

n∑

i=1

ωi
0δx̃i

0
avec ωi

0 =
1

n
, i = 1, · · · , n
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(i) Echantillonnage : on génère(x̃1
t−1, · · · , x̃n

t−1) ∼ πn
t−1.

(ii) Evolution des particules :̃xi
t|t−1 ∼ Qt(x̃

i
t−1, .)

(iii) Pondération des particules :

ωi
t =

Ψt(x̃
i
t|t−1)∑n

i=1 Ψt(x̃i
t|t−1)

on obtient ainsi l’approximation du filtre optimal

πn
t =

n∑

i=1

ωi
tδx̃i

t|t−1

Comme nous sommes sous l’hypothèse,Ψt inconnue, il est impératif de mo-
difier l’étape (iii). Afin d’être au plus proche de nos filtres par convolution, nous
proposons d’estimerΨt par des noyaux de convolution.

Pour simplifier les explications, considérons à un instantt fixé, une observa-
tion yt donnée et une particulẽxt à pondérer.
Nous sommes en mesure de générer une ou plusieurs observations correspondant
à x̃t : ỹ1

t , . . . , ỹ
N
t . A partir de ces observations, on peut estimerp(yt|x̃t) à l’aide

d’un noyau de convolution :

p̂N(yt|x̃t) =
1

Nhq

N∑

i=1

Kh(yt − ỹi
t).

Comme la quantité qui nous intéresse estΨt(x̃
i
t|t−1) = p(yt|x̃i

t|t−1) il suffit de
substituer̂pN(yt|x̃i

t|t−1) à Ψt(x̃
i
t|t−1) pour obtenir une approximation dêωi

t deωi
t

dans l’algorithme précédent.

L’introduction de cette modification dans l’algorithme du filtre particulaire
avec interaction peut se transcrire comme suit :

Génération den particules :(x̃1
0, · · · , x̃n

0 ) i.i.d. ∼ π0

Calcul du filtre :πn
0 =

∑n
i=1 ω

i
0δx̃i

0
avec ωi

0 = 1
n
, i = 1, · · · , n
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(i) Echantillonnage : on génère(x̃1
t−1, · · · , x̃n

t−1) ∼ πn
t−1.

(ii) Evolution des particules :̃xi
t|t−1 ∼ Qt(x̃

i
t−1, .)

(iii) Pondération des particules :

Etape 0 i=1
Etape 1 Génération deN observations̃y1

t , . . . , ỹ
N
t associées à

la particulex̃i
t|t−1

Etape 2 Calcul de l’approximation̂pN(yt|x̃i
t|t−1) = 1

Nhq

∑N
j=1Kh(yt − ỹj

t )

Approximation du poids dẽxi
t|t−1 : ωi

t = p̂N(yt|x̃i
t|t−1)

Etape 3 i=i+1. Si i>n étape 4, Sinon étape 1

Etape 4 Normalisation des poids :ω̂i
t =

ωi
t∑n

i=1 ω
i
t

On obtient finalement l’approximation suivante du filtre optimal

π̂n
t =

n∑

i=1

ωi
tδx̃i

t|t−1

Il n’est pas nécessaire d’expérimenter ce filtre en simulations, pour savoir que
le temps de calcul, requis par ce dernier, sera beaucoup plusélevé, que celui re-
quis par les filtres particulaires ou par nos filtres à noyaux.En effet, pour chacune
desn particules, il faut générerN observations, concrètement,n ∗ N opérations
supplémentaires sont à effectuer, à chaque instantt.
Cependant, cet argument de temps de calcul excessif, en défaveur de ce filtre parti-
culaire modifié, ne conservera pas sa pertinence bien longtemps, puisque la vitesse
de calcul des microprocesseurs double tous les ans.

Sur le plan théorique, il conserve des propriétés de convergence similaires à
celles des filtres particulaires. En effet, Del Moral & al([32]), ont établi des ré-
sultats pour diverses situations. Or, le cas le plus général(p361-364), plus pré-
cisément le théorème 5.1, fournit des majorations, pour le filtre particulaire avec
interactionπ̃t, construit à partir d’un fonction de pondération autre que la vrai-
semblance :

Théorème 7.2.1 (Théorème 5.1, Del Moral & al([32]))Sous des conditions de
régularité du système dynamique, pour toute fonctionf borélienne bornée, on a

IE[|π̃n
t (f) − πt(f)|] ≤ Ft

n1/(2+q)
‖f‖
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avecFt exponentiels ent2.

Le filtre approximatioñπn
t (f) est construit à l’aide d’une fonction de pondé-

rationΨn définie par

Ψn(y) = nq/(2+q)Ψ(y n1/(2+q)) y ∈ IRq

etΨ une fonction borelienne bornée vérifiant∫
Ψ(y)dy = 1 et

∫
|y|Ψ(y)dy <∞

L’estimation du filtre optimal s’écrit ainsi :

π̃n
t (f) =

1

n

n∑

i=1

Ψn(y − ỹi
t)f(x̃i

t|t−1)∑N
i=1 Ψn(y − ỹi

t)

Dans notre contexte, si l’on poseK = Ψ ethn = n1/(2+q), on aΨn(y) = Kh(y).
Donc l’estimation fournie par le filtre particulaire modifiés’écrit aussi

π̂n
t (f) =

1

n

n∑

i=1

ωi
tf(x̃i

t|t−1)

=
1

n

n∑

i=1

1

N

N∑

j=1

Kh(y − ỹi
t)f(x̃i

t|t−1)∑N
j=1Kh(y − ỹi

t)

=
1

n

n∑

i=1

1

N

N∑

j=1

Ψn(y − ỹj
t )f(x̃i

t|t−1)∑N
j=1 Ψn(y − ỹj

t )

=
1

N

N∑

j=1

1

n

n∑

i=1

Ψn(y − ỹj
t )f(x̃i

t|t−1)∑N
j=1 Ψn(y − ỹj

t )

=
1

N

N∑

j=1

π̃j,n
t (f)

Ainsi le filtre π̂n
t correspond à une moyenne deN filtres π̃,j,n

t . On peut donc
utiliser le résultat du théorème 7.2.1, il s’ensuit

IE[|π̂n
t (f) − πt(f)|] = IE[| 1

N

∑N
j=1 π̃

,j,n
t (f) − πt(f)|]

≤ 1
N

IE[
∑N

j=1 |π̃,j,n
t (f) − πt(f)|]

≤ IE[|π̃1,n
t (f) − πt(f)|]

≤ Ft

n1/(2+q)‖f‖
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Ce résultat, bien qu’il assure la consistance du filtreπ̂n
t , est un peu décevant,

puisque le fait qu’on moyenneN fois, n’intervient pas dans la borne de majo-
ration. Il est certainement possible de l’améliorer afin de faire apparaître un terme
enNn au numérateur à la place duN . Nous ne réalisons pas cette étude car, la
borne étant explosive ent, l’amélioration obtenue ne serait pas réellement signi-
ficative. Toutefois, dans la suite, nous comparons ce filtre avec les autres sur des
applications, afin d’évaluer empiriquement, si le temps de calcul supplémentaire
qu’il requiert se répercute sur la précision.
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Troisième partie

Applications





Chapitre 8

Applications sur des simulations

8.1 Problèmes de filtrage

Pour les simulations de cette partie, la nature statistiquedes bruits est toujours
supposée connue. Les fonctions d’évolution et d’observation du système dyna-
mique sont elles aussi connues.

8.1.1 Système linéaire

Le système considéré vérifie les hypothèses assurant la convergence du filtre
de Kalman. Le filtre optimal est donc calculable, il permettra ainsi d’évaluer les
performances de nos filtres.

Soit le système





xt+1 =

[
0.2 0.2

0.5 −0.5

]
xt + 0.2εt

yt = [1 1]xt + 0.1ηt

où εt ∼ N2(0, I) et ηt ∼ N (0, 1). En rajoutant, l’hypothèsex0 ∼ N2(0, 0.1) on
est dans le cadre où le filtre de Kalman est optimal. Il est doncnaturel de l’utiliser
comme référence.
On s’est intéressé à l’estimation de la densité pour l’instant t = 50. Kalman étant
optimal, la vraie densité est donc connue. Il s’agit d’une loi gaussienne dont l’es-
pérance et la variance sont fournies par le filtre de Kalman.
Nous étudions le comportement de l’estimation pour le filtreà convolution avec
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ré-échantillonnage. Le tableau suivant rapporte les erreurs L1 obtenues en fonc-
tion du nombre de particules utilisées.

Nombre de particules ErreurL1 estimée
1000 0.3843
5000 0.3244
10000 0.2821
20000 0.2609
50000 0.2428
100000 0.2366
1000000 0.0695

Afin de faciliter l’interprétation de ces résultats, les estimations de densité de
quelques cas sont représentées sur la figure 8.1.
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FIG. 8.1 – Estimation du filtre optimal à l’instantt = 50
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La convergence peut sembler assez lente, mais sur la figure 8.1 on constate
que le support de la densité est correct même avec peu de particules. Il est donc
certainement possible d’améliorer les performances en travaillant sur le choix de
la largeur de la fenêtreh.

8.1.2 Systèmes non linéaires

Exemple 1

Le système dynamique ci-dessous a été considéré par Lo([99]) et Yee([133]) :

{
xt+1 = 1.1 exp(−2x2

t ) − 1 + 0.5 × εt

yt = x3
t + 0.1 × ηt

(8.1)

avecx0 ∼ N (−0.5, 0.12) et εt, ηt des bruits gaussiens centrés réduits indépen-
dants. Pour évaluer les performances de leurs filtres à base de réseaux de neu-
rones, Lo et Yee calculent la racine de l’erreur quadratiquemoyenne (RMSE) sur
N = 500 trajectoires det = 120 pas de temps :

RMSE =
1

t

t∑

k=1

(
(

1

N

N∑

i=1

‖xi,k − x̂i,k‖2)1/2
)

Pour cet exemple, les RMSE sont aussi calculées surN = 500 trajectoires
de t = 120 pas de temps. Lo utilise pour les meilleures situations, 200000 don-
nées d’apprentissage sur un réseau récurrent complètementinter-connecté (NFFN,
table 8.1) et un réseau récurrent en anneau (NFRN, table 8.1), tous deux à 8
neurones. Yee([133]) a aussi traité cet exemple avec un réseau à bases radiales
(RBFN, table 8.1) mais seulement avec 800 données d’apprentissage et une mé-
moireT = 2. De plus, du travail de Yee, il ressort qu’en prenant un réseau avec
une mémoireT = 1 le résultat obtenu est sensiblement identique au casT = 2.
En fait, cet exemple relève plus de l’inversion de fonction,mais nous l’avons tout
de même utilisé pour comparer le comportement d’une large gamme de filtres.
Les autre filtres considérés sont le filtre de Kalman étendu (FKE), ainsi qu’une de
ses versions robustifiées, le filtre de Kalman étendu itéré (FKEI) puis la plupart
des filtres particulaires évoqués précédemment : le filtre deMonte Carlo pon-
déré (MCP), le filtre de Monte Carlo pondéré à mémoire tronquée (MCPT), le
filtre particulaire avec interaction (IPF) et le filtre avec interaction post-régularisé
(PostReg). Pour nos filtres, nous avons testé le filtre par convolution simple (CF),
le filtre par convolution à mémoire tronquée (CFT), le filtre avec sélection (CFS)
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et le filtre par convolution avec ré-échantillonnage (CFR).
Pour tous les filtres particulaires et nos filtres par convolution, nous avons utilisé
seulement 500 particules, un noyauK gaussien et une fenêtrehn = std(x̃i)n−0.2.
Pour les filtres à mémoire tronquée nous avons prisT = 2 comme Yee. Pour le
filtre avec sélection, nous avons pris,ε = 0.1, pour la largeur du tube. Les résultats
obtenus pour tous les filtres sont rassemblés dans la table 8.1 ci-dessous.

Filtres RMSE
FKE 1.3905

FKEI (Lo) 0.2806
RBFN (Yee) 0.2260
NFFN (Lo) 0.2120
NFRN (Lo) 0.2122

Filtres RMSE
IPF 0.2135

PostReg 0.2137
MCP div

MCPT div

Filtres RMSE
CFR 0.2199
CFS 0.2191
CF 0.3791

CFT 0.2761

TAB. 8.1 – RMSE pour l’exemple 1

D’après la table 8.1, les réseaux récurrents de Lo obtiennent les meilleurs ré-
sultats, suivis de très près par les filtres particulaires avec ré-échantillonnages ou
sélection et le réseau de neurones à base radiale de Yee. Les filtres particulaires
classiques divergent complètement, le filtre de Kalman étendu est totalement en
échec, et sa version robustifiée, le filtre de Kalman étendu itéré, s’en tire correcte-
ment.
Le temps requis par l’apprentissage, avec 200000 observations, des réseaux de
neurones récurrents ne justifie pas, à notre avis, le gain obtenu par rapport aux
filtres particulaires, d’autant plus que le modèle (8.1) iciconsidéré est relative-
ment simple, invariant dans le temps et à une dimension. Pourun modèle plus
complexe, il est légitime de craindre une augmentation significative du temps
d’apprentissage du réseau. Les approches particulaires sont, par contre, peu sen-
sibles à ce facteur, puisqu’il suffit d’augmenter le nombre de particules, ce qui
n’engendre pas d’augmentation de temps de calcul comparable à celle nécessaire
aux réseaux récurrents.
De plus, les filtres particulaires sont calculés seulement avec 500 particules, il est
donc certainement possible de se rapprocher des performances des réseaux récur-
rents en augmentant le nombre de particules. Nous n’avons pas poussé davantage
l’étude de cet exemple car la nature bijective de la fonctiond’observationh réduit
son intérêt. Toutefois, il ressort de cet exemple que les méthodes particulaires sont
tout à fait compétitives avec les techniques employées généralement en pratique.
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Exemple 2

Soit le système non linéaire considéré par Mendès & al.([103]), Kitagawa([87],
[88]), Doucet([56],[58]),. . .

{
xt = 1

2
xt−1 + 25xt−1

1+x2
t−1

+ 8 cos(1.2t) + vt

yt =
x2

t

20
+ wt

avecx0 ∼ N (0, 5). Nous comparons les filtres particulaires et nos filtres à
convolution sur trois situations différentes :

Cas 1 : vt ∼ N (0, 1) etwt ∼ N (0, 0.12)

Cas 2 : vt ∼ N (0, 1) etwt ∼ N (0, 1)

Cas 3 : vt ∼ N (0, 10) etwt ∼ N (0, 1)

Les résultats sont présentés dans les tables 8.2, 8.3 et 8.4.Ce sont les moyennes
des erreurs quadratiques, MSE, surN = 100 trajectoires avect = 120 pas de
temps, suivant le nombre de particules employées : 25, 50, 100, 500, 1000, 2500
et 5000.

MSE =
1

t

t∑

k=1

( 1

N

N∑

i=1

‖xi,k − x̂i,k‖2
)

Pour tous les filtres à convolution, nous avons utilisé un noyauK gaussien et
une fenêtrehn = std(x̃i)n−0.2. Pour les filtres à mémoire tronquée nous avons
prisT = 3 et pour le filtre avec sélection, nous avons pris,ε = 1, pour la largeur
du tube.

Nb particules MCP MCPT IPF Post-Reg CF CFT CFS CFR

25 div div div div div div div 23.62
50 div div div div div 15.34 10.87 14.81
100 div div div div 14.15 13.82 9.50 10.30
500 div div div div 11.69 10.43 9.26 8.08
1000 div div div div 11.80 9.95 9.23 7.91
2500 div div div div 10.75 9.27 9.23 7.59
5000 div div div div 10.96 9.01 9.26 7.66

TAB. 8.2 – Cas 1 : Moyennes des erreurs quadratiques
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Il ressort de l’examen des résultats du tableau 8.2, comme onpouvait s’y at-
tendre, que les filtres particulaires sont mis en défaut lorsque les observations sont
faiblement bruitées. Nos filtres par convolution, par contre, se comportent correc-
tement excepté lorsque le nombre de particules est très faible.

Nb particules MCP MCPT IPF Post-Reg CF CFT CFS CFR

25 22.60 18.75 23.93 19.37 18.82 18.22 15.31 18.92
50 19.04 15.36 16.62 14.14 16.78 15.04 12.48 15.02
100 16.09 13.21 13.23 11.31 14.77 13.23 10.92 12.59
500 12.93 11.02 10.26 10.36 13.45 11.49 10.58 10.49
1000 12.13 10.50 10.18 10.15 13.51 11.39 10.47 10.26
2500 11.24 10.14 10.14 10.13 13.25 10.97 10.51 10.15
5000 10.89 10.11 10.12 10.18 13.57 10.95 10.52 10.10

TAB. 8.3 – Cas 2 : Moyennes des erreurs quadratiques

Nb particules MCP MCPT IPF Post-Reg CF CFT CFS CFR

25 53.06 div 44.84 46.36 41.99 37.84 32.76 37.50
50 48.18 40.43 33.62 32.97 36.52 32.82 25.61 29.48
100 44.99 36.32 27.91 27.62 33.77 29.79 23.51 27.43
500 39.11 29.67 23.80 22.88 31.51 26.72 23.31 23.38
1000 36.67 26.84 22.95 22.31 31.43 25.69 23.02 23.46
2500 32.86 25.23 22.57 22.66 33.23 24.92 22.90 22.70
5000 30.98 24.05 22.34 22.45 33.31 24.38 22.95 22.33

TAB. 8.4 – Cas 3 : Moyennes des erreurs quadratiques

On constate que le filtre à sélection, CFS, obtient les meilleurs résultats pour
de faibles nombres de particules. Cependant, il ne s’améliore plus significative-
ment au-delà de 100 particules, cela est certainement dû au fait que la largeur du
tube est fixée à 1. De plus, il requiert beaucoup plus de temps de calcul que tous
les autres filtres.
Plus généralement, on remarque que les filtres à convolutionoffrent de meilleures
performances que les filtres particulaires, pour les petitsnombres de particules.
Les performances deviennent comparables lorsque le nombrede particules aug-
mente.
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L’intérêt principal de nos filtres par convolution, par rapport aux filtres particu-
laires, est de ne pas exiger la connaissance de la forme analytique de la vraisem-
blance des observations. Cet affaiblissement des hypothèses, comme on a pu le
voir au travers des exemples précédents, ne semble pas affecter significativement
les performances. De plus, pour le traitement de ces exemples, aucun effort n’a
été fait pour le choix duh. En travaillant sur ce point, il est certainement possible
d’améliorer encore les performances des filtres par convolution.

8.1.3 Choix de l’estimateur de l’état

Différents estimateurs pour la valeur de l’état ont été proposés au quatrième
chapitre : l’espérance conditionnelle, le mode conditionnel et la médiane condi-
tionnelle. Ces trois estimateurs, calculés à partir du filtre avec ré-échantillonnage,
sont comparés sur le même système dynamique que l’exemple précédent :

{
xt = 1

2
xt−1 + 25xt−1

1+x2
t−1

+ 8 cos(1.2t) + vt

yt =
x2

t

20
+ wt

avecx0 ∼ N (0, 5), vt, wt ∼ N (0, 1). Le filtre à convolution avec ré-échantil-
lonnage est construit avec un noyau gaussien et une fenêtrehn = std(x̃i)n−0.2.
Nous avons évalué les trois estimateurs, sur 500 trajectoires de 100 pas de temps,
sous deux critères : l’erreur quadratique moyenne, MSE (table 8.5) et l’erreur
absolue moyenne, MAE (table 8.6),

MAE =
1

t

t∑

k=1

( 1

N

N∑

i=1

|xi,k − x̂i,k|
)
.

Nb particules Espérance Médiane Mode
50 15.5084 18.5363 20.1440
100 13.1587 16.0070 17.7311
500 11.1939 14.1842 15.8261
1000 10.8949 13.7804 15.3724
5000 10.6176 13.4938 15.0608

TAB. 8.5 – Moyennes des erreurs quadratiques
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Nb particules Espérance Médiane Mode
50 1.9910 1.8211 1.8993
100 1.8332 1.6441 1.7116
500 1.6746 1.4885 1.5372
1000 1.6444 1.4568 1.5023
5000 1.6066 1.4260 1.4706

TAB. 8.6 – Moyennes des erreurs absolues

Les résultats des tableaux 8.5 et 8.6, sont en accord avec lespropriétés intrin-
sèques de ces estimateurs, à savoir que l’espérance minimise l’erreur quadratique
moyenne et la médiane minimise l’erreur absolue moyenne. Ilest donc raison-
nable de penser que les estimations des densités fournies par le filtre sont de bonne
qualité.
Ces résultats illustrent de plus, le fait que l’estimateur de l’état doit nécessaire-
ment être choisi en fonction du problème considéré.

8.1.4 Filtre particulaire avec la vraisemblance estimée

Lors du chapitre 7, relatif au positionnement de nos filtres àconvolution par
rapport aux filtres particulaires, nous avons proposé une adaptation du filtre par-
ticulaire avec interaction (IPF) au cas où la vraisemblancedes observations est
inconnue. Cette dernière application de type filtrage simple, toujours sur le même
système, lui est consacrée :

{
xt = 1

2
xt−1 + 25xt−1

1+x2
t−1

+ 8 cos(1.2t) + vt

yt =
x2

t

20
+ wt

avecx0 ∼ N (0, 5), vt, wt ∼ N (0, 1). Nous comparons donc le comporte-
ment de l’IPF, l’IPFm sa version modifiée avec vraisemblanceestimée et le filtre à
convolution avec ré-échantillonnage (CFR). Dans tous les cas, les noyaux utilisés
sont gaussiens avechn = std(x̃i)n−0.2. Les résultats présentés dans le tableau 8.7,
sont les moyennes des erreurs quadratiques surN = 500 trajectoires det = 100

pas de temps, suivant le nombre de particules utilisées.
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Nb particules IPF IPFm CFR
50 16.6865 17.3465 14.4432
100 12.4404 12.7122 12.3516
500 10.4035 10.5074 10.6455
1000 10.2259 10.2277 10.2820

TAB. 8.7 – Moyennes des erreurs quadratiques

Les performances affichées (table 8.7) par le filtre IPFm sonttout à fait conve-
nables. Mais sur cet exemple, on ne peut pas affirmer que le temps de calcul sup-
plémentaire qu’il requiert soit justifié par rapport à ses performances. Une étude
plus appronfondie, sur différents modèles, semble nécessaire pour l’établir de ma-
nière précise

8.2 Problèmes d’estimation de paramètres en cours
de filtrage

Dans ce sous-chapitre, nous allons comparer les performances d’estimation
complémentaires de paramètres inconnus selon les trois approches envisagées au
chapitre 5 : le maximum de vraisemblance, les moindres carrés et la technique
bayésienne. De plus, en préamble, nous étudions l’approcheempirique par mini-
misation d’une fonction de coût. De cette étude préliminaire, il ressort que l’em-
ploi de techniques d’optimisation stochastiques nécessite de très gros temps de
calculs. Pour contourner ce problème, nous appliquons la technique avec “aléas fi-
gés” pour construire les estimateurs du maximum de vraisemblance et des moindres
carrés. De ce fait (cf. chapitre 5), seuls les filtres à convolution à mémoire com-
plète et à mémoire tronquée restent utilisables. Leurs problèmes de divergence en
temps long ne constituent pas ici une difficulté puisque l’optimisation est systé-
matiquement réalisée sur un nombreT fixé d’observations.

8.2.1 Minimisation stochastique d’une fonction de coût

Considérons dans cette partie un système de la forme suivante :

{
xt+1 = ft(xt, θ, ε)

yt = ht(xt) + ηt
(8.2)
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Soit x̂t(θ) un estimateur deIE[xt|y1:t, θ], ainsi la fonction de coût définie par l’ex-
pression

C(θ) =
( 1

T

T∑

t=1

[
yt − ht

(
x̂t(θ)

)]2

− σ2
η

)2

est naturelle . En effet, sixt remplacêxt(θ), par la loi forte des grands nombres
on a queC → 0 lorsqueT → ∞. Comme il est raisonnable de supposer que
x̂t(θ) est d’autant plus proche dext queθ est proche de sa vraie valeur, il semble
donc pertinent de minimiserC(θ). Or, cette fonction est aléatoire puisque lesx̂t(θ)

sont aléatoires. Il faut donc utiliser des algorithmes stochastiques pour minimiser
IE[C(θ)].

Dans les situations réelles, les bruits sur le système ne sont souvent pas connus,
surtout pour le modèle d’état. Il est en effet, plus fréquentde connaître les carac-
téristiques de l’erreur d’observation ( par exemple, celles de l’erreur d’un appareil
de mesure ). Pour nous situer dans ce contexte, nous avons supposé que les bruits
sont blancs et gaussiens, que la variance deεt (le bruit sur le modèle d’état) est
inconnue et celle deηt (bruit d’observation) est connue.

Estimation de la variance du bruit sur le modèle d’état

Le système considéré comme support d’application est celuide Lo([99]) :

{
xt+1 = 1.1 exp(−2x2

t ) − 1 + θ × εt

yt = x3
t + 0.1 × ηt

avecx0 ∼ N (−0.5, 0.12) et εt, ηt des bruits gaussiens centrés réduits indé-
pendants. Le paramètre inconnu estθ = σε. La vraie valeur deθ estθ0 = 0.5.

Dans un premier temps,C(θ) est minimisée par la procédure de Kiefer-Wol-
fowitz([86]) pourT = 50. Lesx̂t(θ) sont obtenus suivant le filtre par convolution
simple avec 800 particules et un noyau gaussien.

Les résultats des deux situations étudiées, un point de départ éloigné de la
vraie valeur et un point de départ proche de la vraie valeur sont représentés sur
la figures 8.2. L’abscisse des figures représente les itérations de l’algorithme de
minimisation.
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FIG. 8.2 – Estimation deσε, départ̂σε=2 etσ̂ε=0.6

Dans les deux cas le processus semble aller dans la bonne direction mais il
est très lent. Il faut toujours compter plusieurs jours de calcul, pour un processeur
de type Pentium IV à 2Ghtz, pour effectuer les 10000 itérations, sans être sûr de
la convergence. Comme l’objectif est de travailler en lignenous ne pouvons pas
utiliser cette méthode.

Nous avons alors mis en place une procédure de minimisation stochastique
plus raffinée, la méthode de Fabian([61]), détaillée en annexe. Comme on peut le



192 Applications sur des simulations

voir sur la figure (8.3) la convergence est bien plus nette.
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FIG. 8.3 – Estimation deσε, départ̂σε=2

Cependant, le temps de calcul est toujours assez long comptetenu de la com-
plexité des itérations de la méthode de Fabian. De plus, il faut choisir plusieurs
paramètres de réglage très influents sur la vitesse de convergence et la qualité du
résultat.

8.2.2 Estimateur des moindres carrés conditionnels

Le système considéré est encore celui de Lo([99]) avec variance d’état incon-
nue : {

xt+1 = 1.1 exp(−2x2
t ) − 1 + θ × εt

yt = x3
t + 0.1 × ηt

avecx0 ∼ N (−0.5, 0.12) et εt, ηt des bruits gaussiens centrés réduits indépen-
dants. La vraie valeur deθ est encoreθ0 = 0.5.
L’objectif est de minimiser la fonction suivante

Q̂T,n(θ) =

T∑

t=1

(yt −mt,n(θ))2
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avecmt,n(θ) l’estimation deIE[yt|y1:t−1] fournie par un filtre à convolution àn
particules. Cette fonction de coût̂QT,n et l’estimateurmt,n(θ) sont plus ample-
ment détaillés au cinquième chapitre.

Comme la fonctionθ 7→ mt,n(θ) dépend des particules, elle est aléatoire.
Pour contourner les difficultés inhérentes aux algorithmesde minimisation sto-
chastiques, illustrées dans la section précédente, nous utilisons ici la technique de
minimisation avec “aléas figés” exposée au cinquième chapitre. Avant de donner
les résultats, nous en rappelons rapidement le principe, pour ce cas particulier.
Il est toujours supposé que les variables aléatoiresεt etηt sont indépendantes entre
elles et de tout le reste. Donc, pour une valeur deθ donnée, les bruits,εi

1, . . . , ε
n
t et

η1
t , . . . η

n
t générés pour construire lesn trajectoires, nécessaires au filtre à mémoire

complète, sont théoriquement valides et utilisables (mêmeloi) pour une autre va-
leur deθ. Ainsi en conservant ces valeurs pour les bruits, la fonction θ 7→ mt,n(θ)

n’est plus aléatoire, il est alors possible de la minimiser avec les algorithmes clas-
siques. Intuitivement, cela peut s’interpréter comme une minimisation sur une
réalisation du hasard donnée.

A présent que le principe de la minimisation est rappelé, précisons le contexte
des simulations. L’initialisation de l’algorithme de minimisation, fonction native
de Matlabr, requiert la borne minimale et maximale pourθ ; nous avons pris 0 et
2, la vrai valeur étantθ0 = 0.5.
Afin de caractériser leur impact, nous avons fait variern, le nombre de particules
employées ainsi queT , la longueur de la trajectoire considérée. Les résultats pré-
sentés dans les tableaux, Tab. 8.8, Tab. 8.9 et Tab. 8.10, regroupent : le maximum,
l’écart type et la moyenne des erreurs absolues des estimations du paramètre sur
500 trajectoires différentes, pour respectivement T=20, T=50 et T=100. Pour com-
pléter cette description des résultats, chacun des tableaux est accompagné d’une
figure, respectivement Fig. 8.4, Fig. 8.5 et Fig. 8.6, regroupant les histogrammes
des erreurs absolues pour différentes valeurs den.
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Nb particules Max Ecart-Type Moy.
n = 20 1.0792 0.1706 0.1812

n = 50 0.7413 0.1552 0.1621

n = 100 0.8186 0.1605 0.1694

n = 200 0.8342 0.1612 0.1729

n = 500 0.8640 0.1722 0.1755

n = 1000 0.8853 0.1819 0.1866

n = 5000 0.7924 0.1818 0.1787

TAB. 8.8 – Erreurs absolues sur 500 estimations avec T=20 (MC)
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FIG. 8.4 – Histogrammes des erreurs absolues avec T=20 (MC)
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Nb particules Max Ecart-Type Moy.
n = 20 0.5642 0.0889 0.1095

n = 50 0.4722 0.0810 0.0991

n = 100 0.5180 0.0753 0.0939

n = 200 0.6752 0.0835 0.0928

n = 500 0.7408 0.0993 0.0975

n = 1000 0.7333 0.1106 0.0985

n = 5000 0.9456 0.1217 0.1254

TAB. 8.9 – Erreurs absolues sur 500 estimations avec T=50 (MC)

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

50

100

150

200

n=20 particules
0 0.2 0.4 0.6 0.8

0

50

100

150

200

n=100 particules

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

50

100

150

200

250

300

n=500 particules
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

50

100

150

200

250

300

n=5000 particules

FIG. 8.5 – Histogrammes des erreurs absolues avec T=50 (MC)
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Nb particules Max Ecart-Type Moy.
n = 20 0.4059 0.0731 0.0951

n = 50 0.3135 0.0597 0.0787

n = 100 0.3565 0.0658 0.0823

n = 200 0.4425 0.0716 0.0866

n = 500 0.7056 0.0854 0.0877

n = 1000 0.5005 0.0909 0.0992

n = 5000 0.4589 0.1019 0.1456

TAB. 8.10 – Erreurs absolues sur 500 estimations avec T=100 (MC)
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FIG. 8.6 – Histogrammes des erreurs absolues avec T=100 (MC)
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Les résultats présentés, cf. Tab. 8.8, 8.9, 8.10 et Fig. 8.4,8.5,8.6, sont globa-
lement en accord avec les propriétés théoriques obtenues aucinquième chapitre.
Plus précisement, la qualité des estimations s’améliore lorsque la taille de la mé-
moireT augmente, mais ce n’est pas clairement le cas lorsque le nombre de parti-
culesn augmente, alors que ça devrait l’être. En effet, il apparaîtune dégradation
lorsque le nombre de particule dépasse 1000. Plusieurs causes peuvent expliquer
ce phénomène, le choix duhn n’est pas optimal et est peut être mal adapté pour
de grandsn, le filtre à mémoire complète se dégrade peut être trop pourT grand.
Cependant, la qualité des estimations demeure correcte dans les différents cas de
figures et le temps de calcul requis est sans comparaison avecles minimisations
stochastiques, pour lesquelles il faut compter plusieurs jours de calculs pour une
estimation.
L’intérêt de cette technique d’estimation, les moindres carrés conditionnels avec
“aléas figés”, est donc double. D’une part, les estimations obtenues sont correctes
et d’autre part, le temps de calcul est tout à fait acceptable.
Cependant, l’estimation est dépendante des réalisations d’erreurs particulières. La
validité de l’estimation requiert une hypothèse d’ergodicité, sinon, il conviendrait
de faire des estimations parallèles et de les moyenner.

8.2.3 Estimateur du maximum de vraisemblance

Le système considéré est toujours celui de Lo([99]) avec variance d’état in-
connue : {

xt+1 = 1.1 exp(−2x2
t ) − 1 + θ × εt

yt = x3
t + 0.1 × ηt

avecx0 ∼ N (−0.5, 0.12) et εt, ηt des bruits gaussiens centrés réduits indépen-
dants. La vraie valeur deθ est encoreθ0 = 0.5.
L’objectif est de maximiser l’approximation de la vraisemblance suivante

L̂n(θ) =
1

n

n∑

i=1

Kh(ỹ
i
1:t − yi

1:t)

fournie par le filtre à convolution à mémoire complète, construite avecn parti-
cules. La fonction̂Ln(θ) est aléatoire, d’après les mêmes considérations que pour
l’estimateur des moindres carrés conditionnels, nous utilisons la technique de mi-
nimisation avec “aléas figés” exposée au cinquième chapitre. La minimisation
étant effectuée sur une réalisation du hasard fixée, tous lesproblèmes soulevés par
l’optimisation stochastique sont ainsi contournés.
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Le contexte des simulations est le même que pour les moindrescarrés condition-
nels. L’algorithme de minimisation, fonction native de Matlabr est initialisé avec
0 et 2 comme bornes minimale et maximale pourθ. Nous avons aussi fait varier
le nombre de particules employéesn et la longueur de la trajectoire considérée
T . Les résultats présentés dans les tableaux, Tab. 8.11, Tab.8.12, regroupent : le
maximum, l’écart type et la moyenne des erreurs absolues desestimations sur 500
trajectoires différentes, pour respectivement T=20 et T=50. Comme pour les cas
précédents, chacun des tableaux est complété d’une figure, respectivement Fig.
8.7, Fig. 8.8, regroupant les histogrammes des erreurs pourdifférentes valeurs de
n.

Nb particules Max Ecart-Type Moy.

n = 20 1.5000 0.1820 0.2069

n = 50 0.8583 0.1382 0.1717

n = 100 0.6924 0.1383 0.1707

n = 200 0.8113 0.1353 0.1683

n = 500 0.7848 0.1451 0.1757

n = 1000 0.9012 0.1545 0.1908

n = 5000 0.8397 0.1798 0.2235

TAB. 8.11 – Erreurs absolues sur 500 estimations avec T=20 (EMV)
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FIG. 8.7 – Histogrammes des erreurs absolues avec T=20 (EMV)
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Nb particules Max Ecart-Type Moy.
n = 20 1.0191 0.1624 0.2268

n = 50 0.7588 0.1324 0.2006

n = 100 0.6954 0.1377 0.2070

n = 200 0.7090 0.1378 0.2289

n = 500 0.7469 0.1494 0.2699

n = 1000 0.7581 0.1587 0.3052

n = 5000 1.0323 0.1896 0.4004

TAB. 8.12 – Erreurs absolues sur 500 estimations avec T=50 (EMV)
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FIG. 8.8 – Histogrammes des erreurs absolues avec T=50 (EMV)
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Les résultats, Tab. 8.11,8.12 et Fig. 8.7,8.8, sont nettement inférieurs à ceux
des moindres carrés conditionnels. Ils sont d’autant plus surprenants que le fait
d’avoir augmentéT n’a pas amélioré le comportement, comme on pouvait s’y at-
tendre mais l’a dégradé.
Afin d’établir si ce phénomène est lié au filtre à mémoire complète, nous le rem-
plaçons dans la suite par le filtre à mémoire tronquée ( 2 observations du passé),
puisqu’il affiche de meilleures performances sur ce modèle (cf. Tab 8.1). Les ré-
sultats obtenus, pour l’estimateur du maximum de vraisemblance, estimé par le
filtre à mémoire tronquée, sont présentés dans les tableaux 8.13, 8.14, 8.15 et
leurs figures associées 8.9,8.10,8.11.

Nb particules Max Ecart-Type Moy.

n = 20 0.7035 0.1281 0.1534

n = 50 0.7826 0.1322 0.1537

n = 100 0.9101 0.1271 0.1749

n = 200 0.5000 0.1282 0.1854

n = 500 0.8285 0.1277 0.1956

n = 1000 0.5000 0.1362 0.2109

n = 5000 0.5000 0.1369 0.2363

TAB. 8.13 – Erreurs absolues sur 500 estimations avec T=20 (EMV)
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FIG. 8.9 – Histogrammes des erreurs absolues avec T=20 (EMV)
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Nb particules Max Ecart-Type Moy.
n = 20 0.5000 0.1216 0.1588

n = 50 0.5000 0.1257 0.1958

n = 100 0.5000 0.1273 0.2128

n = 200 0.5000 0.1190 0.2229

n = 500 0.5000 0.1266 0.2517

n = 1000 0.5000 0.1244 0.2691

n = 5000 0.5000 0.1210 0.3035

TAB. 8.14 – Erreurs absolues sur 500 estimations avec T=50 (EMV)
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FIG. 8.10 – Histogrammes des erreurs absolues avec T=50 (EMV)
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Nb particules Max Ecart-Type Moy.
n = 20 0.5000 0.1340 0.2095

n = 50 0.5000 0.1157 0.2186

n = 100 0.5000 0.1190 0.2546

n = 200 0.5000 0.1198 0.2646

n = 500 0.5000 0.1161 0.2858

n = 1000 0.5000 0.1108 0.3034

n = 5000 0.5000 0.1060 0.3258

TAB. 8.15 – Erreurs absolues sur 500 estimations avec T=100 (EMV)
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FIG. 8.11 – Histogrammes des erreurs absolues avec T=100 (EMV)



8.2 Problèmes d’estimation de paramètres 203

Les performances de l’estimateur obtenu par le filtre à mémoire tronquée, cf.
Tab. 8.13,8.14,8.15 et Fig. 8.9,8.10,8.11, sont légèrement supérieures à celles de
l’estimateur obtenu par le filtre à mémoire complète. Cependant, elles demeurent
encore nettement inférieures à celles de l’estimateur des moindres carrés condi-
tionnels et l’incohérence sur l’évolution des performances suivant les valeurs de
n etT subsiste.
La technique par minimisation des moindres carrés semble donc préférable à la
maximisation de la vraisemblance. Toutefois, une étude plus avancée permettrait
certainement d’identifier la cause du mauvais fonctionnement du maximum de
vraisemblance et d’y remédier.

8.2.4 Approche bayésienne

Afin de compléter la comparaison des différentes méthodes d’estimation de
paramètres, nous considérons une dernière fois le système de Lo([99]) avec va-
riance d’état inconnue :

{
xt+1 = 1.1 exp(−2x2

t ) − 1 + θ × εt

yt = x3
t + 0.1 × ηt

avecx0 ∼ N (−0.5, 0.12) et εt, ηt des bruits gaussiens centrés réduits indé-
pendants. La vraie valeur deθ est encoreθ0 = 0.5.

Pour l’estimation des paramètres par approche bayésienne,il suffit de donner
une loi a priori aux paramètres inconnus. Pour garder des conditions comparables
aux cas précédents, nous prenons, comme loi a priori pourθ, U [0, 2], la loi uni-
forme sur[0, 2].
Cette approche est différente des précédentes à base d’optimisation, car le para-
mètre est estimé tout au long du filtrage. Ainsi la question duchoix de la longueur
de la trajectoireT ne se pose plus. La valeur retenue pour l’estimation deθ, est,
ÎE[θ|y1:120], l’estimation de l’espérance deθ connaissant toute la trajectoire des
120 observations. Cette estimation est obtenue par l’adaptation du filtre à convo-
lution avec ré-échantillonnage, au cas de modèle contenantdes paramètres incon-
nus, introduite au cinquième chapitre.
Comme pour les autres approches, le tableau 8.16, rassemble: le maximum,
l’écart type et la moyenne des erreurs absolues sur les estimations de 500 tra-
jectoires au 120ème pas de temps, suivantn, le nombre de particules utilisées. Ce
tableau est complété par la figure 8.12, regroupant les histogrammes des erreurs
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absolues pour différentes valeurs den.

Nb particules Max Ecart-Type Moy.
n = 20 1.6224 0.2154 0.2408

n = 50 1.1848 0.1560 0.1757

n = 100 1.0135 0.1127 0.1339

n = 200 0.9181 0.1069 0.1160

n = 500 0.5257 0.0764 0.0924

n = 1000 0.3930 0.0667 0.0836

n = 5000 0.4472 0.0513 0.0562

TAB. 8.16 – Erreurs absolues sur 500 estimations (Bayes)
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FIG. 8.12 – Histogrammes des valeurs absolues des erreurs (Bayes)
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L’approche bayésienne affiche de meilleures performances,cf. Tab. 8.16 et
Fig. 8.12, que toutes les approches précédemment étudiées.De plus, le compor-
tement suivant le nombre de particules, est en totale adéquation avec les résultats
théoriques puisque l’erreur baisse lorsquen augmente.
Mais cette technique bayésienne, en plus de ces bonnes performances, possède un
gros avantage sur ses concurrentes, elle s’utilise “en ligne”. Il est donc possible
de filtrer immédiatement, sans attendre d’avoir, comme pourles autres approches,
une estimation de la valeur du paramètre aprèsT pas de temps.
Sur le plan du temps de calcul, l’introduction d’un paramètre inconnu ne ralentit
quasiment pas le filtre. La méthode est encore plus rapide queles approches avec
“aléas figés”.
Cette approche bayésienne semble donc la mieux adaptée aux systèmes contenant
des paramètres inconnus. En effet, elle les estime, tout en continuant le filtrage et
sans augmentation significative du temps de calcul.

Etudes complémentaires sur l’approche bayésienne

Afin de mieux cerner le potentiel de cette approche bayésienne, nous l’étu-
dions de manière plus approndie sur un autre système dynamique. Nous pourrons
ainsi évaluer, sa robustesse par rapport aux nombres de paramètres inconnus, et
l’impact de l’introduction de paramètres inconnus sur la qualité du filtrage.
Le système considéré est celui de l’exemple 2, aussi étudié par Mendès & al.([103]),
Kitagawa([87],[88]), Doucet([56],[58]),. . .

{
xt = 1

2
xt−1 + 25xt−1

1+x2
t−1

+ 8 cos(1.2t) + vt

yt =
x2

t

20
+ wt

avecx0 ∼ N (0, 5), vt, wt ∼ N (0, 1).

Les paramètres inconnus sont introduits progressivement dans le système.
C’est toujours la procédure d’estimation bayésienne, développée au chapitre 5,
qui est utilisée pour estimer ces paramètres.

Introduction du premier paramètre inconnu

Un paramètre inconnu est introduit dans le système qui devient alors

{
xt = 1

2
xt−1 + θxt−1

1+x2
t−1

+ 8 cos(1.2t) + vt

yt =
x2

t

20
+ wt
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La vraie valeur deθ estθ0 = 25. La loi a priori pourθ utilisée est une loi
uniforme sur[15, 30], p0(θ) = U [15, 30]. Les figures 8.13, 8.14, 8.15 et 8.16 re-
présentent l’évolution, sur 500 pas de temps, de l’estimation deθ0 fournie par le
filtre avec ré-échantillonnage.
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FIG. 8.13 – Estimation deθ0 = 25, avecn = 500 particules
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FIG. 8.14 – Estimation deθ0 = 25, avecn = 1000 particules
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FIG. 8.15 – Estimation deθ0 = 25, avecn = 2000 particules
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FIG. 8.16 – Estimation deθ0 = 25, avecn = 5000 particules

Introduction d’un deuxième paramètre inconnu

Après l’introduction d’un second paramètre inconnu, le système devient
{
xt = 1

2
xt−1 + θ1xt−1

1+x2
t−1

+ θ2 cos(1.2t) + vt

yt =
x2

t

20
+ wt
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La vraie valeur deθ estθ0 = (θ1
0, θ

2
0) = (25, 8). La loi a priori pourθ utilisée

est une loi uniforme sur[15, 30] × [0, 15], p0(θ
1, θ2) = U([15, 30] × [0, 15]). Les

figures 8.17, 8.18, 8.19 et 8.20 représentent l’évolution, sur 500 pas de temps, des
estimation deθ1

0 et θ2
0 fournies par le filtre avec ré-échantillonnage.
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FIG. 8.17 – Estimation deθ1
0 = 25 etθ2

0 = 8, avecn = 500 particules
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FIG. 8.18 – Estimation deθ1
0 = 25 et θ2

0 = 8, avecn = 1000 particules
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FIG. 8.19 – Estimation deθ1
0 = 25 et θ2

0 = 8, avecn = 2000 particules
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FIG. 8.20 – Estimation deθ1
0 = 25 et θ2

0 = 8, avecn = 5000 particules

Introduction d’un troisième paramètre inconnu

Enfin, un troisième paramètre inconnu est introduit dans le système qui de-
vient : {

xt = θ3xt−1 + θ1xt−1

1+x2
t−1

+ θ2 cos(1.2t) + vt

yt =
x2

t

20
+ wt
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La vraie valeur deθ estθ0 = (θ1
0, θ

2
0, θ

3
0) = (25, 8, 0.5). La loi a priori utilisée est

une loi uniforme sur[15, 30] × [0, 15] × [−5, 10], p0(θ
1, θ2, θ3) = U([15, 30] ×

[0, 15] × [−5, 10]). Les figures 8.21, 8.22, 8.23 et 8.24 représentent l’évolution,
sur 500 pas de temps, des estimation deθ1

0, θ2
0 et θ3

0 fournies par le filtre avec ré-
échantillonnage, pour respectivement 500, 1000, 2000 et 5000 particules.
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FIG. 8.21 – Estimation deθ1
0 = 25, θ2

0 = 8 et θ3
0 = 0.5, avecn = 500 particules
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FIG. 8.22 – Estimation deθ1
0 = 25, θ2

0 = 8 et θ3
0 = 0.5, avecn = 1000 particules
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FIG. 8.23 – Estimation deθ1
0 = 25, θ2

0 = 8 et θ3
0 = 0.5, avecn = 2000 particules
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FIG. 8.24 – Estimation deθ1
0 = 25, θ2

0 = 8 et θ3
0 = 0.5, avecn = 5000 particules

Pour les trois configurations envisagées, un, deux ou trois paramètres incon-
nus, il semble, d’après les figures précédentes, que les paramètres soient globa-
lement bien estimés et ce, dès 500 particules. De plus, les estimations atteignent
toujours très rapidement, après une ou deux observations, un voisinage deθ0.
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Afin de caractériser, de manière quantitative, l’impact de l’introduction des
paramètres inconnus sur la qualité du filtrage pour le filtre par convolution avec
ré-échantillonnage, nous avons réalisé une série de simulations. Pour les trois cas,
nous avons évalué l’erreur commise par le filtre avec ré-échantillonnage, avec
et sans paramètres inconnus, pour différents nombres de particules. Les résultats
sont rassemblés dans les tableaux (8.17), (8.18) et (8.19).
Ces tableaux s’interprètent de la façon suivante :
- La première colonne désigne le nombren de particules utilisées.
- La seconde colonne donne la moyenne des erreurs quadratiques de l’état, calcu-
lées sur100 trajectoires de100 pas de temps, sans paramètre inconnu.
- La troisième colonne donne la moyenne des erreurs quadratiques de l’état calcu-
lées sur100 trajectoires de100 pas de temps avec 1,2 ou 3 paramètres inconnus,
selon le cas considéré.
- Les colonnes suivantes donnent la moyenne des erreurs absolues au dernier ins-
tant (t=100) pour chacun des paramètres inconnus.

Nb particules CFR CFR-1param Param

n = 20 24.35 32.10 3.63

n = 50 13.49 19.04 3.11

n = 100 12.61 16.82 2.69

n = 200 11.05 14.10 2.08

n = 500 10.51 12.72 1.71

n = 1000 10.57 11.90 1.28

n = 5000 11.05 12.27 0.87

TAB. 8.17 – Filtre avec ré-échantillonnage pour 1 paramètre inconnu

Nb particules CFR CFR-2param Param1 Param2

n = 20 23.81 73.94 4.80 2.45

n = 50 15.31 46.03 3.64 1.69

n = 100 13.28 25.86 3.15 0.80

n = 200 11.99 19.90 2.73 0.61

n = 500 10.42 17.31 1.89 0.51

n = 1000 11.25 15.54 2.00 0.46

n = 5000 10.09 13.24 1.19 0.31

TAB. 8.18 – Filtre avec ré-échantillonnage pour 2 paramètres inconnus
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Nb particules CFR CFR-3param Param1 Param2 Param3
n = 100 13.14 95.45 5.02 3.43 0.17

n = 200 11.92 46.65 2.44 1.63 0.10

n = 500 10.72 29.37 2.12 0.86 0.04

n = 1000 12.00 24.70 1.67 0.55 0.03

n = 5000 10.30 18.79 1.28 0.48 0.02

n = 10000 9.79 16.59 0.96 0.45 0.02

TAB. 8.19 – Filtre avec ré-échantillonnage pour 3 paramètres inconnus

Naturellement, plus il y a de paramètres inconnus, plus l’erreur commise est
grande. Mais dans tous les cas, la perte de qualité induite par les paramètres incon-
nus s’atténue lorsque le nombre de particules augmente. De plus, les estimations
des paramètres, réalisées simultanément, sont aussi de bonne qualité, et ce, même
avec un nombre de particules raisonnable. Ces résultats sont donc conformes aux
propriétés théoriques obtenues dans les chapitres précédents.

8.3 Conclusion du huitième chapitre

Les filtres développés à partir des noyaux de convolution se comportent plus
qu’honorablement sur les exemples considérés, puisque leurs résultats surpassent
largement ceux du filtre de Kalman étendu et égalent ceux de Lo([99]) et des filtres
particulaires.
Les hypothèses nécessaires à leur convergence sont plus faibles que celles de Kal-
man puisqu’on n’exige pas que les bruits soient gaussiens. Elles sont aussi plus
souples que celles des filtres particulaires :

- Il n’est pas nécessaire de connaître la forme analytique dela vraisemblance
du bruit d’observation. Il suffit d’être en mesure de générerdes variables suivant
cette loi.

- Il est possible de filtrer des systèmes dynamiques dont le bruit sur les ob-
servations est très faible, situation dans laquelle les filtres particulaires sont en
difficulté. Il est même possible de filtrer des systèmes dynamiques dont les ob-
servations ne sont pas bruitées et pour lesquels les filtres particulaires ne sont pas



214 Applications sur des simulations

rigoureusement calculables.

Les exemples de problèmes d’estimation de paramètres inconnus en cours de
filtrage ont mis en avant la supériorité de la technique bayésienne. En effet, les
minimisations stochastiques sont trop coûteuses en terme de temps de calcul et
les estimations de qualité médiocre. Les alternatives avec“aléas figés” offrent des
temps de calcul acceptables, mais sont de qualités inégales. Par conséquent, elles
conservent un intérêt. Toutefois une étude plus approfondie, afin d’améliorer leur
comportement et de définir une stratégie pour le choix des paramètresT etn, est
nécessaire avant d’envisager une utilisation pratique.
L’approche bayésienne demeure donc la plus attrayante. En effet, elle s’intègre
facilement dans la procédure de filtrage et ne provoque seulement qu’une légère
augmentation du temps de calcul car il faut prendre plus de particules. Cette pro-
cédure reste suffisamment rapide pour être utilisable en ligne et, comme on l’a vu
sur les exemples, elle fournit des estimations de bonne qualité tant pour l’état que
pour les paramètres.
De plus, elle semble très bien supporter des systèmes dynamiques contenant plu-
sieurs paramètres inconnus. Cette qualité est d’autant plus importante que les es-
timateurs à base d’optimisation sont en difficulté dans ce contexte.



Chapitre 9

Application à un bio-procédé de
dépollution

Ce dernier chapitre est l’occasion d’analyser le comportement de nos filtres
sur un problème réel à l’origine de ce travail méthodologique. En l’occurrence,
le système dynamique considéré, tout au long de ce chapitre,modélise le fonc-
tionnement d’un bioréacteur de retraitement d’eaux usées,par un procédé de type
digestion anaérobie. Il est important de préciser que ce modèle est le fruit de plu-
sieurs années de recherche du Laboratoire de Biotechnologie de l’Environnement
(LBE) de l’INRA à Narbonne.
D’autre part, cette thèse se situe dans la continuité de l’étude, par des approches de
statistique non paramétrique, de problématiques liées auxbioprocédés, du Labo-
ratoire d’Analyse des Systèmes et Biométrie de l’INRA à Montpellier. Les travaux
précédents de Hilgert ([75]) et Wagner ([127]) notamment, s’inscrivent dans cet
axe de recherche du laboratoire.

Les bioprocédés de dépollution consistent en la transformation, au sein d’un
réacteur, de matières organiques (substrats), par des micro organismes (biomasses).
Il est fréquent que les capteurs à disposition, souvent d’uncoût prohibitif, ne me-
surent que certaines des variables (concentrations) nécessaires au contrôle. Il est
alors indispensable d’estimer les autres variables, compte tenu du modèle du pro-
cédé, c’est-à-dire de réaliser une opération de filtrage surles variables de sortie
mesurables. Cette opération est aussi souvent appelée reconstruction d’état du sys-
tème dynamique considéré par les automaticiens.

Dans un premier temps, nous présentons le système dynamiquemodélisant le
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bioprocédé de digestion anaérobie au centre de l’étude.
Puis nous présentons la partie des résultats de comportement de nos filtres par
convolution sur des simulations réalisées à partir de ce modèle. Cette seconde
partie permettra aussi d’évaluer le potentiel des filtres ainsi que leur robustesse
par rapport aux paramètres incertains du modèle.
Finalement, la dernière partie du chapitre est consacrée aufiltrage sur des don-
nées recueillies par le LBE. La difficulté principale, par rapport aux simulations,
réside dans l’instabilité de certains capteurs qui génèrent parfois des observations
aberrantes.

9.1 Présentation du problème

Dans ce chapitre, nous donnons seulement les informations relatives au bio-
procédé permettant de comprendre le système dynamique. Uneprésentation plus
générale des bioprocédés technologiques et de leurs modélisations est proposée
en annexe.

Modélisation de la bioréaction considérée

Ce modèle est de conception récente (Bernard & al. [9]). Il est utilisé au La-
boratoire de Biotechnologie de l’Environnement (LBE) de l’INRA à Narbonne.
Il porte sur un procédé de type digestion anaérobie modélisépar une approche
bilan-matière. Une description détaillée du réacteur et des capteurs est réalisée
par Steyer & al.([122]).
Ce type de réacteur ne peut être utilisé directement en station d’épuration car
son temps de réaction aux variations de concentrations des polluants est trop lent.
Cependant, il est bien adapté à des tâches spécifiques ponctuelles, comme, le trai-
tement des boues de vinification après vendanges car, dans untel contexte, la
concentration en polluant est totalement sous contrôle.
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Le modèle :






Ḃ1 = (µ1 − αD)B1

Ḃ2 = (µ2 − αD)B2

Ż = D(Z in − Z)

Ṡ1 = D(Sin
1 − S1) − k1µ1B1

Ṡ2 = D(Sin
2 − S2) + k2µ1B1 − k3µ2B2

ĊTI = D(Cin
TI − CTI) + k4µ1B1 + k5µ2B2

−QCO2

(9.1)

C’est un système dynamique continu, défini par des équationsdifférentielles.
Or, tous les systèmes considérés jusqu’à présent étaient discrets. Cela ne pose au-
cun problème sur le plan théorique, pour nos filtres par convolution. En effet, il
suffit d’être en mesure de générer des états et des observations suivant le modèle.
Donc, rien n’empêche que cela soit fait en calculant des intégrales. La seule dif-
ficulté est alors pratique : le temps de calcul risque d’augmenter. Pour simplifier
le problème, dans la suite, tous les traitements numériquessont réalisés avec une
version discrétisée, selon le schéma d’Euler, de ce modèle d’EDO.
Il y a une autre différence fondamentale avec les systèmes habituellement consi-
dérés. Le modèle est ici supposé refléter parfaitement la réalité, car il est le fruit
d’une approche déterministe. Il faut donc ajouter quelquesperturbations à ce sys-
tème pour être dans le contexte d’application des filtres particulaires, justifiées de
plus par la discrétisation opérée.
Ce travail de discrétisation et de perturbation du système 9.1 sera réalisé par la
suite. Nous continuons la présentation du système, dans lessections suivantes,
par la description de ces éléments.
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Description des variables

Toutes les variables d’état sont des variables de concentrations :

B1 Concentration en bactéries acidogènes.
B2 Concentration en bactéries méthanogènes.
Z Concentration dans le milieu en ions forts.
S1 Concentration en polluants quantifiée par leur demande chimique

en oxygène.
S2 Concentration en acides gras volatils.
CTI Concentration totale de carbone inorganique.
D Taux de dilution.
QCO2 Débit deCO2.

Les variablesB1, B2 sont relatives aux biomasses.S1 etS2, sont relatives aux
substrats.
Les deux variables restantesZ etCTI servent d’indicateurs de l’état du bioréac-
teur. Comme elles sont mesurables, elles peuvent être utiles en filtrage.
D est la variable de contrôle.QCO2 est une variable de sortie.

Les lois de croissance des bactéries

Les taux de croissanceµ1 etµ2 des biomasses sont modélisés respectivement
par des lois de Monod et d’Haldane ([121]) :

µ1 = µmax1
S1

KS1 + S1

et

µ2 = µmax2
S2

KS2 + S2 + ( S2

KI
)2

avec

µmax1 = 1.2 Tx de croissance max des biomassesB1.
µmax2 = 0.74 Tx de croissance max des biomassesB2.
KS1 = 8.875 Paramètre de saturation du substratS1.
KS2 = 25 Paramètre de saturation du substratS2.
KI = 16 Constante d’inhibition associé àS2.
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Description des paramètres

Comme pour le modèle, les valeurs des paramètres intervenant dans le sys-
tème sont justifiées par Bernard & al.([9]) :

α = 0.5 proportion du taux de dilution relatif
à l’hétérogénéité du procédé.

k1 = 42.14 rendement de conversionS1 → B1.
k2 = 116.5 rendement de conversionS1 → B2.
k3 = 268 rendement de conversionS2 → B2.
k4 = 50.6 rendement de conversionS1 → CO2.
k5 = 343.6 rendement de conversionS2 → CO2.
k6 = 453 rendement de conversionS2 → CH4.

Les variables d’état d’intérêt sont les substratsS1, S2 et, à un degré moindre,
les biomassesB1, B2. Leurs mesures en ligne sont délicates. Des capteurs per-
mettent de mesurer les variablesZ etCTI et, avec encore plus de fiabilité le débit
de gaz du bioréacteurQgaz et le pH du milieu. Il s’agit donc d’estimerS1, S2, B1

etB2, connaissant au moins certaines des quatre variables précédentes.

Dans l’opération de filtrage, nous comparons les valeursZ, CTI , pH etQgaz

mesurées, à celles calculées à partir du modèle. Les valeurscalculées deZ etCTI

sont directement données par le modèle. Pour lepH, on peut utiliser une équation
relative à l’équilibre sur le carbone. Ainsi, à chaque instant t, le pH du réacteur
est donné par

pH(t) = − log

(
Kco2(CTI(t) − Z(t) + S2(t))

Z(t) − S2(t)

)
/ log 10

OùKco2 = 4, 9.10−7 est la constante de dissociation.

La calcul du débit de gazQgaz est plus compliqué. Ce débit est la somme
des débits de gaz carbonique(CO2) et de méthane(CH4) dégagés :Qgaz(t) =

QCO2(t) +QCH4(t).

Le débit de méthane dégagé peut se calculer par :

QCH4(t) = kk9(t)qCH4(t)/1000/24

Où qCH4(t) = V × k6 × µ2(t) × B2(t) etkk9(t) = RT/Pt(t) (RT constante des
gaz parfaits).V désigne le volume du réacteur etPt désigne la pression mesurée
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en ligne.

Pour le débit deCO2 dégagé :

QCO2(t) = kla(CTI(t) + S2(t) − Z(t) −Kh× Pc(t))

OùKh = 16, constante de Henry,kla = 19.8, échangeCO2 dissous-gazeux par
jour spécifique à ce réacteur.Pc s’obtient à l’aide des deux équations suivantes :

Pc(t) =
φ(t) −

√
φ(t)2 − 4Kh× Pt(t)(CTI(t) + S2(t) − Z(t))

2Kh

et

φ(t) = C(t) + S2(t) − Z(t) +Kh× Pt(t) +
k6µ2(t)B2(t)

kla

A présent que le système modélisant le bioréacteur est détaillé, nous consa-
crons la section suivante aux problèmes de filtrage y afférant.

9.2 Filtrage du bioprocédé

Dans la première phase, nous évaluons le potentiel du filtre par convolution
avec ré-échantillonnage sur ce modèle. Ainsi, nous l’utilisons sur différentes confi-
gurations de variables observées sur des données simulées àpartir du bio-procédé.
Puis dans la deuxième phase, nous travaillons sur des données réelles mesurées
sur un bio-réacteur de l’unité LBE de l’INRA Narbonne. Le passage sur données
réelles nécessite de faire face à deux grosses difficultés : l’inexactitute du modèle
et l’imprécision temporaire de certaines mesures.

9.2.1 Phase de simulations du bioprocédé

Le modèle de ce procédé peut bien sûr s’écrire sous la forme générale (1.1).
SoitXt = (B1, B2, Z, S1, S2, CTI) et ft le système dynamique discrétisé modéli-
sant le bioréacteur. On aXt+1 = ft(Xt).
Les filtres stochastiques, et donc par convolution, supposent que le système dyna-
mique est bruité. Or, comme le modèle considéré n’est pas exact, il est raisonnable
de le bruiter artificiellement pour se rapprocher de la situation réelle. Le modèle
que l’on considère dans la suite est alors de la formeXt+1 = ft(Xt) + εt+1.
Comme le modèle, bien que non exact, est supposé de “bonne qualité” nous avons
choisi, arbitrairement, pour les simulations, des petits bruits gaussiens :ε1

t , ε
2
t ∼
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N (0, 0.01), ε3
t ∼ N (0, 0.5), ε4

t ∼ N (0, 0.1), ε5
t ∼ N (0, 0.3) etε6

t ∼ N (0, 0.5).

Comme nous l’avons expliqué précédemment, pour évaluer le comportement
du filtre avec ré-échantillonnage, nous avons considéré différents cas de figures :
nous avons fait varier pour chaque cas, l’ensemble des variables d’états observées
et celui des variables à estimer. Cependant, comme les concentrations en substrats
S1 et S2 sont toujours à estimer en pratique, nous les avons toujourssupposées
non observées. De plus, lepH et le débit de gaz du bioréacteurQgaz étant mesu-
rés avec une assez grande fiabilité, nous les maintenons toujours dans l’ensemble
des variables observées.

Pour évaluer les performances de filtrage, nous présentons le tableau des moy-
ennes des erreurs quadratiques (MSE), entre les valeurs vraies et filtrées, des va-
riables à estimer, surN = 50 simulations d’une journée, avec des mesures toutes
les deux minutes(t = 1, . . . , 720). Afin de donner une idée plus intuitive des per-
formances, nous représentons graphiquement une des 50 simulations, à savoir :
les courbes de vraies valeurs de chacune des variables, en lignes continues (–),
juxtaposées aux courbes des valeurs estimées par le filtre, en lignes brisées (- -).



222 Application à un bio-procédé

Cas 1
Variables observées :Y = [ pH, Qgaz ] + η oùη1, η2 ∼ N (0, 0.25).
Variables estimées :B1, B2, S1, S2, Z etCTI .

Variable MSE
B1 0.0495
B2 0.0369
Z 0.6936
S1 1.7188
S2 5.9692
CTI 0.7656
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FIG. 9.1 – Illustration du Cas 1,n = 500 particules
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Cas 2
Variables observées :Y = [ pH, Qgaz, Z, CTI ] + η

oùη1, η2, η3 etη4 ∼ N (0, 0.25).
Variables estimées :B1, B2, S1 etS2.

Variable MSE
B1 0.0493
B2 0.0361
S1 1.7091
S2 5.9420
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FIG. 9.2 – Illustration du Cas 2,n = 500 particules
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Il ressort des deux premiers cas, que la qualité du filtrage est très peu affectée
par la suppression des observationsZ etCTI . De plus, le fait d’estimer un état à
six dimensions pour le cas 1 ou un état à quatre dimensions pour le cas 2, n’affecte
pas le filtre. On retrouve ainsi la robustesse, par rapport aux dimensions, caracté-
ristique des méthodes de Monte Carlo.

Afin de tester notre filtre en situation de forte erreur de modèle, dans les deux
cas suivants, nous simplifions le modèle postulé pour le procédé, en supposant que
les biomasses restent constantes (approximations fréquentes en pratique).

{
B1 = 1

B2 = 1.25

Cependant, les évolutions vraies (simulées) deB1 etB2 restent comme dans
le modèle (9.1). C’est-à-dire, la trajectoire à estimer estgénérée avec un système
dynamique dont les biomasses sont dynamiques, alors que lestrajectoires du filtre
sont générées avec des biomasses contantes.

Cas 3

Variables observées :Y = [ pH, Qgaz ] + η oùη1, η2 ∼ N (0, 0.25).
Variables estimées :S1, S2, Z etCTI .

Variable MSE
Z 49.5482
S1 2.9866
S2 142.5208
CTI 117.1285
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FIG. 9.3 – Illustration du Cas 3,n = 500 particules

Cas 4

Variables observées :Y = [ pH, Qgaz, Z, CTI ] + η

oùη1, η2, η3 etη4 ∼ N (0, 0.25).
Variables estimées :S1 etS2.

Variable MSE
S1 2.2941
S2 25.7809
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FIG. 9.4 – Illustration du Cas 4,n = 500 particules

Cette fois, l’apport deZ etCTI est plus significatif, puisque les résultats sont
nettement meilleurs dans le cas 4 que dans le cas 3.
On remarque aussi que les MSE deZ et deCTI sont beaucoup plus élevées que
pour les cas 1 et 2. La raison principale est, bien sûr, que lesbiomasses sont, à
tort, supposées constantes pour les cas 3 et 4.

Les performances obtenues dans les quatre cas précédents, nous assurent que
le filtre à convolution avec ré-échantillonnage fonctionnecorrectement avec ce
système dynamique. Comme le montrent les cas 3 et 4, il est même robuste aux
erreurs de modèles. Cette qualité est nécessaire pour passer aux traitements des
vraies données, puisque le modèle est nécessairement faux.
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9.2.2 Traitement des données réelles

Le modèle du bioprocédé, présenté au début du chapitre, contient de nombreux
paramètres inconnus. L’ajustement de ces paramètres pose beaucoup de difficultés
en pratique. Les valeurs que nous utilisons sont celles obtenues dans le cas où les
biomassesB1 etB2 sont supposées constantes. Cette hypothèse, bien qu’irréaliste,
simplifie le problème d’estimation des paramètres.

Présentation des données

Les données considérées correspondent au fonctionnement d’un bioréacteur
sur 30 jours, avec des mesures toutes les deux minutes. L’opération de filtrage se
déroule donc sur 21600 pas de temps de 2 minutes. Les figures suivantes repré-
sentent l’évolution des différentes variables du modèles sur 30 jours. Les courbes
en trait plein (-) sont obtenues à l’aide du modèle déterministe fourni par le LBE.
Les courbes en pointillés (.-) sont les valeurs mesurées parles différents capteurs
(un ou plusieurs par variable).
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FIG. 9.5 – Evolution des biomasses
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FIG. 9.12 – Evolution du débit deCH4

Comme on peut le voir sur les figures précédentes, le modèle déterministe
utilisé produit des trajectoires assez éloignées des valeurs mesurées. De plus, les
données mesurées ne sont pas de très bonne qualité excepté lepH (non repré-
senté). Comme on l’a vu lors des simulations, lorsque le modèle n’est pas exact il
est nécessaire de prendre un maximum de variables d’observations. Nous utilisons
donc, le pH, Z,Cti, le débit deCO2 et le débit deCH4 dans un premier temps.
Ensuite, nous tenterons de réduire un peu le nombre de variables observées. Tou-
tefois, si en un instant donné, l’une d’elle prend une valeuraberrante, elle n’est
pas prise en compte à cet instant-là.

Modélisation stochastique

La prise en compte des incertitudes de modèle et des imprécisions des mesures
se fait au travers de l’ajout de petits bruits sur le modèle. Tout d’abord, nous
introduisons de légères perturbations sur les lois de croissance des bactéries :

µ1 = µmax1
S1

KS1 + S1
+ a1 × ε1

et

µ2 = µmax2
S2

KS2 + S1 + ( S2

KI
)2

+ a2 × ε2

puis aussi sur le système :
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B1(t+ 1) = B1(t) + T × (µ1 − α×D(t)) × B1(t) + a3 × ε3

B2(t+ 1) = B2(t) + T × (µ2 − α×D(t)).× B2(t) + a4 × ε4

Z(t+ 1) = Z(t) + T × (D(t) × (Z in − Z)) + a5 × ε5

S1(t+ 1) = S1(t) + T × (D(t) × (Sin
1 − S1(t)) − k1 × µ1 × B1(t)) + a6 × ε6

S2(t+ 1) = S2(t) + T × (D(t) × (Sin
2 − S2(t)) + k2 × µ1 × B1(t)

−k3 × µ2 × B2(t)) + a7 × ε7

Cti(t+ 1) = Cti(t) + T × (D(t) × (Cin
ti − Cti(t)) −QCO2(t)

+k4 × µ1 ×B1(t) + k5 × µ2 × B2(t)) + a8 × ε8

avecεi ∼ N (0, 1) etai l’écart type associé, pouri = 1, . . . , 8.

Comme nous ne possédons seulement qu’une vague idée sur l’ordre de gran-
deur des valeurs des écarts types des bruits,a1, a2, . . . , a8, nous les considérons
comme des paramètres inconnus à estimer en cours de filtrage.Nous avons choisis
les lois a priori suivantes :

a1, a2, a3, a4, a6, a7 ∼ U [0 0.3]

a5, a8 ∼ U [1 4]

Filtrage sur données réelles

La procédure de filtrage est réalisée sur 10 jours de fonctionnement du bio-
réacteur. Nous utilisons le filtre par convolution avec ré-échantillonnage avec :
5000 particules, un noyau gaussien ethn = std(x̃i)n−0.2 pour chaque variable et
paramètre.
Le système compte six variables d’état,B1, B2, S1, S2, Z, Cti et huits paramètres
a1, a2, . . . , a8.
Les données filtrées sont toutes les variables d’état non observées. Cependant,
pour les experts du bioprocédé, les variables importantes sont les biomassesB1,
B2, et surtout les substratsS1, S2. L’appréciation de la qualité du filtre se fait
donc par rapport à ces variables. Toutefois, seuls les substrats sont mesurés par
capteurs. Les représentations graphiques sont réalisées essentiellement pour ces
derniers. Les courbes en trait plein épais (–) sont celles obtenues à l’aide du filtre.
Les courbes en pointillés (· ·) sont, comme précédemment, les valeurs mesurées
par les différents capteurs, deux ou trois selon les cas.
Comme pour les simulations, le nombre de variables observées varie : 5, 4 ou 3,
pour respectivement, le premier, le deuxième et le troisième cas considérés.
Le dernier cas propose une prise en compte de l’incertitude sur les nombreux pa-
ramètres du modèle.
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Cas 1

Ce premier cas, correspond au contexte le plus favorable. Les variables obser-
vées sont : pH, Z,Cti, le débit deCO2 et le débit deCH4. Lorsque les mesures
de certaines variables sont incohérentes, par rapport aux réalités biologiques ou
physiques, elles sont temporairement exclues du processusde sélection. Seuls les
paramètresa1, a2, . . . , a8 du système dynamique sont ici estimés.
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FIG. 9.14 – Evolution deS2

Le résultat obtenu par le filtre (voir figures 9.13 et 9.14) esttout à fait correct.
Il reconstitue relativement bien les substratS1 etS2, sur toute la durée du procédé.
De plus, il fournit des estimations par filtrage des biomasses non mesurées, non
représentées ici car il est impossible d’apprécier leur qualité. Remarquons que les
procédures déterministes sont incapables d’estimer les biomasses.
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Cas 2

Considérons à présent une situation moins favorable. Nous supposons queZ
n’est plus observée. Les seules variables observées sont donc pH,Cti, le débit de
CO2 et le débit deCH4. La variableZ est donc à estimer. Et comme pour le cas
1, seuls les paramètresa1, a2, . . . , a8 du système dynamique sont estimés.
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FIG. 9.15 – Evolution deS1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

Temps (j)

2S

FIG. 9.16 – Evolution deS2
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FIG. 9.17 – Evolution deZ

Il ressort des figures 9.15,9.16 et 9.17 que la qualité des estimations se dégrade
dans le temps. De plus, une certaine variabilité des estimations apparaît lorsque
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l’on répète l’opération. La suppression de l’observation de Z est donc préjudi-
ciable au filtrage. Comme on l’a constaté en simulation, celaest caractéristique
d’erreurs dans le modèle. Avant d’essayer d’y remédier, en estimant de nouvelles
valeurs pour les paramètres, nous examinons les conséquences sur le filtrage de la
suppression duCti.

Cas 3

Nous restreignons encore le nombre de variables observées :pH, le débit de
CO2 et le débit deCH4. Le filtrage est ainsi réalisé dans une situation peu favo-
rable.
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FIG. 9.18 – Evolution deS1
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FIG. 9.19 – Evolution deS2
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FIG. 9.20 – Evolution deZ
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FIG. 9.21 – Evolution deCti

Les figures 9.18,9.19,9.20, et 9.21, illustrent la dégradation significative de la
qualité du filtrage. Cependant, malgré le peu d’informationutilisée, les estima-
tions proposées par le filtre ne sont pas incohérentes, surtout pour les substrats.
Comme pour le cas précédent, une assez grande variabilité des estimations est
constatée lorsque l’on répète le filtrage.

Cas 4

Les valeurs utilisées pour les paramètres étant forcément mauvaises, puis-
qu’elles sont établies sous l’hypothèse que les biomasses sont constantes, nous
procédons donc maintenant dans ce cas à leur estimation parallèlement au fil-
trage.
Pour simplifier ce travail, nous pouvons nous appuyer sur lesinformations sui-
vantes établies dans la littérature (Bernard & al.[9, 10]) :
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Paramètres Valeur Ecart-type
µmax1 1.2 1
µmax2 0.74 0.9
KS1 7.1 5
KS2 9.28 13.7
K2

I 256 320
kla 19.8 3.5
α 0.5 0.4
k1 42.14 18.94
k2 116.5 113.5
k3 268 52.31
k4 50.6 143.6
k5 343.6 75.8
k6 453 90.9

Ratio Valeur Ecart-type
k2/k1 2.72 2.16
k6/k3 1.62 0.12
k5/k3 1.28 0.13
k4/k1 1.18 3.02

Toutes ces contraintes sur les paramètres s’intègrent aisément dans l’algo-
rithme du filtre avec ré-échantillonnage avec paramètres inconnus. En effet, sur
le plan théorique, cela signifie que les lois a priori des paramètres ont des supports
compacts, dont les bornes sont précisées à partir des tableaux précédents : la va-
leur plus ou moins son écart-type associé.
Sur le plan pratique, il suffit d’attribuer un poids nul aux particules dont les para-
mètres ne sont pas dans leurs supports respectifs.
Cette souplesse d’intégration de contraintes n’est pas spécifique à nos filtres ;
c’est, en fait, un des avantages des méthodes de Monte Carlo en général.
Le résultat du filtrage des substrats, avec l’estimation desparamètres, est présenté
sur les figures 9.22, 9.23.
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FIG. 9.22 – Evolution deS1
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Il semble que le fait d’estimer 13 paramètres au cours du filtrage n’ait pas
affecté sensiblement la qualité des estimations des substrats, comme le montrent
les figures 9.22 et 9.23. Quant aux estimations des paramètres, elles se stabilisent
rapidement, en général aux environs d’une cinquantaine de pas de temps. Ce-
pendant, si on recommence le filtrage, les valeurs obtenues pour les paramètres
peuvent varier, sans toutefois, que ces variations ne se répercutent sur les estima-
tions des substrats. Il existe donc différents jeux de paramètres équivalents pour
ce système, qui semble être fini d’après nos expérimentations. A titre indicatif le
tableau 9.1 resitue une des estimations possible des paramètres et les écart-types
utilisés.

9.3 Conclusion du neuvième chapitre

Plusieurs aspects importants, sur le plan pratique, pour notre filtre à convolu-
tion avec ré-échantillonnage, ressortent de cette application à un procédé de di-
gestion anaérobie. Tout d’abord, l’étape de simulation, a mis en avant une double
robustesse : par rapport aux grandes dimensions de l’état, puisqu’il était de di-
mension six, et par rapport aux erreurs de modèles. Cependant, tant que l’on reste
dans le cadre des simulations cette robustesse peut semblertoute relative.
Or, le traitement de données réelles a confirmé les qualités constatées en simula-
tion.
- Tout d’abord sur l’aspect robustesse par rapport aux erreurs de modèles et er-
reurs de mesures puisque, le modèle considéré pour représenter la bioréaction est
nécessairement entaché d’erreurs et que la qualité des données varie sensiblement
dans le temps.
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Paramètre EstimationParamètre Estimation
µmax1 1.0695 k1 41.2381
µmax2 0.4713 k2 130.6217
KS1 6.5279 k3 260.7891
KS2 9.6898 k4 50.1992
K2

I 314.4378 k5 324.0013
kla 20.3468 k6 423.7462
α 0.5582

Ecart-type Valeur utilisée Ecart-type Valeur utilisée
a1 0.025 a5 1.00
a2 0.05 a6 0.02
a3 0.01 a7 0.05
a4 0.01 a8 2.00

TAB. 9.1 – Estimations des paramètres et écart-types utilisés

- Ensuite, dans les cas 1 à 3, les variables d’états considérées étaient de dimen-
sion huit et il y avait huit paramètres inconnus. Les résultats obtenus sont assez
convaincants dans la mesure où les approches déterministesgénéralement utili-
sées sur ce type de problèmes ne permettent pas d’en faire autant.
Le dernier cas traité, où l’incertitude sur les valeurs des 13 paramètres du modèle
est prise en compte, sans causer trop de nuisances sur l’estimation, donne une
bonne idée du potentiel du filtre.

Globalement, il ressort que les filtres à convolution, et plus généralement les
filtres particulaires, peuvent apporter une aide significative à l’étude de ce type de
bioprocédé. Cependant, il n’est pas raisonnable de conclure qu’ils doivent rempla-
cer les approches déterministes utilisées en pratique. En effet, le bon fonctionne-
ment des filtres particulaires nécessite une bonne connaissance du modèle. Dans
notre cas, cette connaissance a été obtenue par des approches déterministes. Les
filtres particulaires sont donc, dans le cas des bioprocédés, des outils complémen-
taires pertinents pour les approches déterministes.



Conclusion

Les travaux présentés dans ce mémoire répondent à des problèmes de filtrage
non linéaire, en s’appuyant sur la théorie de l’estimation non paramétrique. Les
filtres à convolution proposés, pour traiter ces problèmes,sont étudiés tant sur
le plan théorique que sur le plan pratique. La validation surle plan pratique de
la technique étaient indispensable, car l’application à unréacteur de retraitement
d’eaux usées était l’une des motivations de ce travail.
Le problème du filtrage, à savoir, l’estimation de l’état d’un système dynamique
connaissant toutes les observations du passé, est abordé sous différents aspects :
l’estimation de la loi conditionnelle de l’état, l’estimation de la valeur de l’état et
l’estimation de paramètres inconnus lorsque le modèle est incertain.
Parmi les différentes techniques de filtrage existantes, exposées dans la première
partie, nos filtres à convolution se classent dans la familledes filtres particulaires.
Les filtres à convolution sont étudiés sur le plan théorique et sur le plan pratique
pour ces diverses problématiques de filtrage. Il est important de rappeler que les
résultats théoriques de consistance de nos filtres sont autonomes, par rapport à
ceux des filtres particulaires, car ils s’appuient sur la théorie de l’estimation fonc-
tionnelle. L’utilisation des noyaux de convolution permet, en outre, de se passer
de l’hypothèse de connaissance de la forme analytique de la vraisemblance des
observations, requise pour contruire les filtres particulaires. Malgrès, leur fonc-
tionnement sous des hypothèses plus faibles, les filtres à convolution révèlent des
performances comparables, en simulation, à celles des filtres particulaires, lorsque
ces derniers fonctionnent. En effet, certains systèmes faiblement bruités mettent
en défaut les filtres particulaires usuels alors que ce n’estpas le cas pour les filtres
à convolution. Leur capacité à supporter des systèmes dynamiques plus généraux
que les filtres particulaires usuels, montre l’intérêt de nos filtres à convolution.
De plus, l’adaptation du filtre à convolution avec ré-échantillonnage, au cas de
systèmes dynamiques contenant des paramètres inconnus, fournit une estimation
conjointe convergente état-paramètres, réalisable en ligne. Il n’existe pas d’équi-
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valent, associant rigueur théorique et bonne performance en pratique.
L’application du filtre à convolution avec ré-échantillonnage sur les données réelles
issue du fonctionnement d’un bioréacteur du LBE de l’INRA à Narbonne, a mis en
avant plusieurs points intéressants. Tout d’abord, la robustesse du filtre par rapport
aux erreurs de modèle, aux incertitudes sur le modèle, aux données de mauvaise
qualité et aussi à la dimension des variables d’états. Enfin pour les approches par-
ticulaires en général, les résultats obtenus, laissent penser que ces méthodes ont
toute leur place aux côtés des méthodes déterministes généralement utilisées sur
les bioprocédés.

Citons à présent, sans prétention d’exhaustivité, quelques perspectives de tra-
vail, pour compléter notre contribution :

En premier lieu, nous avons rarement évoqué le problème du choix du noyau
K et de la fenêtreh à utiliser. Pour tous les cas traités dans ce mémoire, nous
n’avons fait aucun effort sur ces questions dans la mesure oùles résultats obtenus
avec des valeurs standard étaient déjà satisfaisants. Cependant, il serait certaine-
ment profitable à nos filtres d’optimiser ce choix, sans toutefois, perdre de vue
qu’une utilisation en ligne n’autorise pas des procédures trop coûteuses en terme
de temps de calcul.

Ensuite, une étude théorique complémentaire, en vue d’obtenir des résultats
de type théorème centrale limite, permettrait de donner plus de précision sur le
positionnement par rapport aux filtres particulaires.

L’extension aux systèmes dynamiques contrôlés, présentéeau sixième cha-
pitre, est un prolongement naturel de nos filtres. L’introduction de la variable
de commande ne pose techniquement aucune difficulté. Cependant, la recherche
d’une commande optimale soulève le problème de l’optimisation d’une fonction
aléatoire ainsi que la question des propriétés théoriques des commandes ainsi ob-
tenues.
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Annexe A

Eléments de théorie de l’estimation
non paramétrique par noyaux de
convolution

A.1 Estimation de la densité

Il existe de nombreuses références sur les estimateurs non paramétriques de
densité ou de régression. Les travaux de ce mémoire relatifsà ce domaine, s’ap-
puient essentiellement sur Bosq et Lecoutre ([14]), Bosq ([15]), Devroye ([47]),
Rao([110]) et Györfi & al. ([69]). Mais avant d’évoquer l’estimation non paramé-
trique, nous rappelons la définition des différentes formesde convergences sto-
chastiques rencontrées dans cette thèse.

A.1.1 Convergences stochastiques

Nous considérons des suites(Xn)n∈IN∗ de variables aléatoires définies sur un
même espace probabilisé(Ω,A, P ).

Définition : On dit que la suite(Xn)n≥1 converge en probabilité vers 0 lorsque,
n tend vers l’infini, si pour toutε > 0 on a

lim
n→∞

P (|Xn| > ε) = 0

Soit une variable aléatoireX sur(Ω,A, P ), alors on dit que(Xn)n≥1 converge
en probabilité versX, si la suite(Xn −X)n≥1 converge en probabilité vers 0.
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Définition : On suppose qu’il exister > 0 tel que pour toutn ≥ 1 le moment
IE[|Xn|r] soit fini. On dit que la suite(Xn)n≥1 converge en moyenne d’ordrer
vers 0 siIE[|Xn|r] → 0 lorsquen tend vers l’infini.
Soit une variable aléatoireX sur (Ω,A, P ), alors on dit que(Xn)n≥1 converge
versX en moyenne d’ordrer, si la suite(Xn − X)n≥1 converge en moyenne
d’ordrer vers 0.

Remarque : Cette convergence est surtout considérée pourr = 2, auquel cas
on parle de convergence en moyenne quadratique.

Définition : On dit que la suite(Xn)n≥1 converge vers 0 presque sûrement, et
l’on écrit Xn → 0 p.s., s’il existe un ensembleP−négligeableN ∈ A tel que
pour toutω ∈ Ω −N , on aitXn(ω) → 0 lorsquen tend vers l’infini.
Soit une variable aléatoireX sur (Ω,A, P ), alors on dit que(Xn)n≥1 converge
versX presque sûrement, et l’on écritXn → X p.s., si la suite(Xn − X)n≥1

converge vers 0 presque sûrement.

Définition : On dit que la suite(Xn)n≥1 converge vers 0 presque complète-
ment, et l’on écritXn → 0 p.co., si pour toutε > 0

∑

i>1

P (|Xn| ≥ ε) <∞

Soit une variable aléatoireX sur (Ω,A, P ), alors on dit que(Xn)n≥1 converge
versX presque complètement, et l’on écritXn → X p.co., si la suite(Xn−X)n≥1

converge vers 0 presque complètement.

Remarque :On a les implications suivantes entre les différents types de conver-
gnce :p.co =⇒ p.s. =⇒ proba et convergence en moyenne d’ordrer
=⇒ proba.

A.1.2 Notations et formalisations

Les noyaux de convolution forment une famille d’applications adaptée à l’es-
timation de fonctions. Ils sont souvent notésK, de l’anglais Kernel.

Définition : Un noyauK est une application deIRd → IR, bornée, positive,
symétrique, intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue et d’intégrale 1.
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La contrainte de positivité imposée ici au noyau n’est pas obligatoire. Il est
possible d’utiliser des noyaux négatifs sur une partie de leur support. Comme
les estimateurs à noyaux de convolution sont utilisés dans cette thèse comme des
outils au service du filtrage, il n’est pas nécessaire de se placer dans le contexte le
plus général. Une grande variété de résultats est ainsi plusaisément accessible.

Définition : Un noyau de Parzen-Rosenblatt est un noyau vérifiant

lim
‖x‖→∞

‖x‖dK(x) = 0

Définition : L’estimateurfn associé àK de la densitéf des variables aléa-
toiresX1, · · · , Xn indépendantes identiquement distribuées, est

fn(x) =
1

nhd
n

n∑

i=1

K(
x−Xi

hn

) = (Khn ∗ µn)(x) x ∈ IRd

oùhn est un réel lié àn, souvent appelé largeur de la fenêtre etµn = 1
n

∑n
i=1 δXi

est la mesure empirique associée auxX1, · · · , Xn. En d’autres termes,fn est la
densité empirique obtenue en régularisant la mesure empirique desX1, · · · , Xn,
par convolution avec1

hd
n
K( ·

hn
). Par commodité, la notation suivante est introduite

Khn(y) =
1

hd
n

K(
y

hn

) y ∈ IRd.

Les résultats de convergence defn versf sous différents modes, sont obtenus
en rajoutant différentes hypothèses sur le noyau. Nous ne rappelons ici que les
résultats utiles à notre approche du filtrage.

A.1.3 Quelques résultats de convergences

Lemme A.1.1 ( Lemme de Bochner)(i) SoitK un noyau de Parzen-Rosenblatt
et g ∈ L1, alors en tout pointx oùg est continue

lim
h→0

(g ∗Kh)(x) = g(x)

(ii) SoitK un noyau quelconque, sig ∈ L1 est uniformément continue, alors

lim
h→0

sup
x

|(g ∗Kh)(x) − g(x)| = 0
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Démonstration : La démonstration proposée est tirée de Bosq & Lecoutre
([14])

(i) Comme l’intégrale deKh vaut 1, nous avons

(g ∗Kh)(x) − g(x) =

∫
[g(x− y) − g(x)]Kh(y)dy.

En découpant l’intégrale par rapport àδ > 0 nous déduisons la majoration sui-
vante :

|(g ∗Kh)(x) − g(x)| ≤ sup
‖y‖≤δ

|g(x− y) − g(x)|
∫

‖z‖≤δh−1

|K(z)|dz

+

∫

‖y‖>δ

|g(x− y)|
‖y‖d

‖y
h
‖dK(

y

h
)dy

+|g(x)|
∫
‖y‖>δ

|Kh(y)dy

≤ sup
‖y‖≤δ

|g(x− y) − g(x)|
∫

|K|

+δ−d

∫
|g| sup

‖z‖>δh−1

‖z‖d|K(z)|dz

+|g(x)|
∫
‖z‖>δh−1 |K(z)|dz

Or à δ fixé, lorsqueh tend vers zéro, les deux derniers termes tendent vers
zéro. Enfin, lorsqueδ tend vers zéro, le premier terme tend vers zéro, d’où le ré-
sultat.

(ii) Le résultat découle de la majoration suivante

supx |(g ∗Kh)(x) − g(x)| ≤ supx sup‖y‖≤δ |g(x− y) − g(x)|
∫
|K|

+2 supx |g(x)|
∫
‖z‖>δ|h|−1 |K(z)|dz

Théorème A.1.1 (convergence en moyenne quadratique)Si fn est associée à
un noyau de Parzen-Rosenblatt, on a

hn → 0, nhd
n → ∞ =⇒ fn(x) → f(x) en moyenne quadratique

Démonstration : La démonstration proposée est tirée de Bosq & Lecoutre ([14])
L’erreur quadratique defn(x) s’écrit

IE[fn(x) − f(x)]2 = [IEfn(x) − f(x)]2 + V fn(x)
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or IEfn(x) = (Kn ∗ f)(x). D’après le lemme de Bochner il en découle que le
biais [IEfn(x) − f(x)] → 0 lorsquehn → 0. De plus, par un calcul direct de la la
variance defn(x) on a

V fn(x) =
1

nhd
n

(K2
hn

∗ f)(x) − 1

n
IE2Khn(X1 − x)

On en déduit

nhd
nV fn(x) = (K2

hn
∗ f)(x) − hd

nIE2Khn(X1 − x)

en appliquant le lemme de Bochner au noyauK2
hn
/
∫
K(y)2dy on obtient finale-

ment :

nhd
nV fn(x) → f(x)

∫
K2(y)dy

d’où le résultat.

Théorème A.1.2 (convergence ponctuelle ps)SiK est noyau de Parzen-Rosenblatt,
positif (i.e.K est une densité) et borné alors

limn→∞ hn = 0

limn→∞
nhd

n

log n
= ∞ =⇒ lim

n→∞
fn(x) = f(x) ps

en tout pointx oùf est continue.

Démonstration : voir [52] ou [110] pour une démonstration.

Théorème A.1.3 (convergence uniforme ps)Si le noyauK est une densité bor-
née, si de plus

− supx ‖x‖dK(x) <∞
− Il existeC > 0, tel que supx |K(x+ y) −K(x)| ≤ C‖y‖, y ∈ IRd

− La densité objectiff est uniformément continue et vérifie∫
‖x‖γf(x)dx <∞ pour certainsγ > 0

alors
limn→∞ hn = 0

limn→∞
nhd

n

log n
= ∞ =⇒ lim

n→∞
sup

x
|fn(x) − f(x)| = 0 ps
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Démonstration : Ce résultat a été établi simultanément par plusieurs auteurs, une
des formes les plus intéressante est due à Bertrand Retali ([12]). Une démonstra-
tion standard de ce théorème est réalisée dans ([110]).

Corollaire A.1.3.1 Sous les hypothèses du théorème A.1.3 on a aussi

limn→∞ hn = 0

limn→∞
nhd

n

log n
= ∞ =⇒ lim

n→∞
sup

x
|fn(x) − IE[fn(x)]| = 0 ps

Démonstration : voir [110] pour une démonstration.

Le théorème suivant (Glick[66]) permet de passer de la convergence ponc-
tuelle à la convergenceL1.

Théorème A.1.4 (Théorème de Glick)Si une suite de densités estiméesfn converge
presque partout vers une densitéf en probabilité (ou presque sûrement) alors
‖fn − f‖L1 → 0 en probabilité (ou presque sûrement).

Démonstration : Voir (Glick[66]) ou (Devroye[47]).

Le théorème de Glick nous sera utile par la suite. Nous utiliserons aussi le
théorème suivant qui garantit la convergenceL1 sous des conditions plus faibles.

Théorème A.1.5 (équivalence des convergences (Devroye))Soitfn un estima-
teur à noyau, avec un noyau-densité arbitraireK et h la largeur de la fenêtre
ne dépendant uniquement que den. Alors les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(i)
∫
|fn − f | → 0 en probabilité pour certaines densitésf .

(ii)
∫
|fn − f | → 0 en probabilité pour toutes densitésf .

(iii)
∫
|fn − f | → 0 presque sûrement pour toutes densitésf .

(iv) Pour toutε > 0, il exister, n0 (r indépendant def etK) tels que

P (

∫
|fn − f | > ε) ≤ exp(−rn), n ≥ n0, ∀ f

(v) limn→∞ h = 0, limn→∞ nhd = ∞.

Démonstration :La démonstration de ce résultat est l’objet de l’article de Devroye([48]).
Elle est aussi présentée dans (Devroye[47]).
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Etude de la vitesse de convergence

Etablir un taux de convergence est un problème souvent délicat. Le cas de la
dimension 1 est traité par Devroye([47]) ou encore Devroye &Györfi([51]). Or
dans notre cas, la dimension est toujours supérieure à un. Les travaux de Holm-
ström & Klemelä ([78]) généralisent ceux de Devroye & Györfi ([51]) au cas
d’une dimension quelconque, ils nous serviront donc de point d’appui.

Avant d’énoncer des résultats précisant la vitesse de convergence, il est néces-
saire d’introduire, comme dans ([51],[78]), quelques notations et notions particu-
lières. Pour clarifier la lecture rappelons qued est la dimension dex.

Soientα = (α1, · · · , αd) ∈ INd, x = (x1, · · · , xd) ∈ IRd etDif = ∂f/∂xi la
ièmedérivée partielle d’une fonctionf deIRd, on note :

|α| = α1 + · · · + αd

α! = α1! · · ·αd!

xα = xα1
1 · · ·xαd

d

Dαf = Dα1
1 · · ·Dαd

d f

.

Enfin, l’espace de Sobolev des fonctions dont les dérivées partielles au sens des
distributionsDαf , avec|α| ≤ s sont intégrables, est notéW s,1.

Définition A.1.1 (Noyau de classes) Soits ≥ 1. Un noyau de classes est une
fonction Borel-mesurableK telle que

(i) K est symétrique, i.e.,K(−x) = K(x), x ∈ IRd

(ii)
∫
K = 1

(ii)
∫
xαK(x)dx = 0 si 1 ≤ |α| ≤ s− 1

(iv)
∫
xα|K(x)|dx <∞ si |α| = s

K peut être négatif, ce n’est donc pas forcément une densité.

La distanceL1 entre une densité et son estimation par noyau de convolution
se décompose de la manière suivante

∫
|fn − f | ≤

∫
|fn − f ∗Khn| +

∫
|f − f ∗Khn |
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où seulement le premier terme du membre de droite est stochastique. En consé-
quence on a

E(

∫
|fn − f |) ≤ E(

∫
|fn − f ∗Khn|) +

∫
|f − f ∗Khn|

Le terme
∫
|f − f ∗Khn| est appelé biais de l’estimateur etE(

∫
|fn − f ∗Khn|)

la variation de l’estimateur à noyau.

Les premiers théorèmes présentés caractérisent la borne supérieure du biais.
La notion de noyau de classes a été introduite, car elle constitue la base de tous
ces théorèmes. Mais avant d’exposer les résultats de convergence, il faut définir la
notion de noyau associé car elle intervient dans la borne supérieure du biais.

Définition A.1.2 (Noyau associé)Soients ≥ 1 et |α| = s, on suppose queK est
un noyau de classes. Leα-noyau associé àK est défini pour toutx ∈ IRd par

Lα(x) = (−1)|α|
∫ ∞

1

(t− 1)|α|−1

(|α| − 1)!
td−1xαK(tx)dt

= (−1)s

∫ ∞

1

(t− 1)s−1

(s− 1)!
td−1xαK(tx)dt

Théorème A.1.6 (Holmström & Klemelä [78]) Soients ≥ 1 etK un noyau de
classes. Pour toute fonctionf ∈W s,1 eth > 0 on a

∫
|f ∗Khn − f | ≤ hsφ1(s,K, f)

avec

φ1(s,K, f) =
∑

|α|=s

s!

α!

∫

IRd

|Dαf |
∫

IRd

|Lα|

On a toujoursφ1(s,K, f) <∞ etφ1(s,K, f) > 0 sauf sif ≡ 0 presque partout.

Holmström & Klemelä([78]) ont aussi démontré les deux autres résultats, plus
fins, présentés ci-dessous.

Théorème A.1.7 Soients ≥ 1 et K un noyau de classes. Pour toute fonction
f ∈W s,1,

lim
h→0+

h−s

∫
|f ∗Khn − f | =

∫
|
∑

|α|=s

s!

α!

∫

IRd

Dαf

∫

IRd

Lα|.
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Corollaire A.1.7.1 Soients ≥ 1 etK un noyau de classes. Pour toute fonction
f ∈ W s,1 et pourh proche de0+

∫
|f ∗Khn − f | = O(hs).

Théorème A.1.8 Soients ≥ 1 et K un noyau de classes. Pour toute fonction
f ∈ W s,1,

(i) Si s est impair, alors pourh > 0,

∫
|f ∗Khn − f | = δ(h)hs

où δ(h) → 0 quandh→ 0+.

(ii) Sis est pair et
∫
xαK(x)dx 6= 0 pour certains|α| = s alors pourh > 0,

∫
|f ∗Khn − f | = (1 − δ(h))φ2(s,K, f)hs

avecδ(h) → 0 quandh→ 0+ et

φ2(s,K, f) =

∫
|
∑

|α|=s

s!

α!

∫

IRd

Dαf

∫

IRd

xαK(x)dx|

On a toujoursφ2(s,K, f) <∞ etφ2(s,K, f) > 0 sauf sif ≡ 0 presque partout.

Corollaire A.1.8.1 Soients ≥ 1 etK un noyau de classes. Pour toute fonction
f ∈ W s,1 et pourh proche de0+

(i) Si s est impair,

∫
|f ∗Khn − f | = o(hs).

(ii) Sis est pair et
∫
xαK(x)dx 6= 0 pour certains|α| = s,

∫
|f ∗Khn − f | = O(hs).

Afin de caractériser complètement l’espérance de l’erreurL1, il reste encore à
énoncer un résultat sur la variation de l’estimateur.
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Théorème A.1.9 Soient une densitéf ∈ L1(IR
d) et un noyauK ∈ L1(IR

d). Si
pour certainsε > 0 on a

∫
‖x‖d+εK(x)2dx < ∞ et

∫
(1 + ‖x‖d+ε)f(x)dx < ∞

alors pour touth > 0,

IE[

∫
|fn,h − f ∗Khn|] ≤ (1 + δ(h))(nhd)−1/2

√∫
K2

∫ √
f,

où δ(h) → 0 quandh→ 0+.

Corollaire A.1.9.1 sous les mêmes hypothèses,

IE[

∫
|fn,h − f ∗Khn|] = O(1/

√
nhd)

Il est enfin possible de préciser la vitesse de convergence del’espérance de
l’erreurL1, d’un estimateur de densité à noyau de convolution.

Théorème A.1.10 (vitesse de convergence)Soient une densitéf ∈ W s,1 et un
noyauK ∈ L1(IR

d) de classes ≥ 1. Si pour certainsε > 0 on a
∫
‖x‖d+εK(x)2dx <

∞ et
∫

(1 + ‖x‖d+ε)f(x)dx <∞ alors pour touthn > 0 on a

IE[

∫
|fn − f |] ≤ hs

nφ1(s,K, f) + (1 + δ(hn))(nhd
n)−1/2

√∫
K2

∫ √
f

Corollaire A.1.10.1 Sous les mêmes hypothèses,

IE[

∫
|fn − f |] = O(hs

n) +O(1/
√
nhd

n)

A.2 Estimation de l’espérance

Le cas de la régression non linéaire se formalise de la même manière que l’es-
timation de densité : soit(X, Y ) un couple de variables aléatoires de loiµ. Cette
fois, l’objectif est de trouver une application mesurabler telle quer(X) soit le
plus proche deY au sens des moindres carrés. La solution de ce problème est
IE[Y |X] lorsque cette quantité existe. Pour assurer l’existence der, il est néces-
saire de supposer queIE|Y | < ∞. r est une version déterminée de la fonction
x 7→ IE[Y |x]. La question de son unicité est ici éludée.
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A.2.1 Notations et formalisations

Pour estimerr par la méthode des noyaux, il faut supposer que la loiν deX
admet une densitéf . Alors en tout point oùf est non nulle

r(x) =
φ(x)

f(x)
avecφ(x) =

∫
ydµ(x, y)

Il est alors possible de construire les estimateurs def etφ associés au noyau
K :

fn(x) = (Khn ∗ νn)(x)

φn(x) =
∫
yKhn(x− t)dµn(t, y)

oùνn etµn sont les mesures empiriques associées à{(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)} :

µn =
1

n

n∑

i=1

δ(Xi,Yi) et νn =
1

n

n∑

i=1

δXi

Nous obtenons alors l’estimateur der, rn(x) = φn(x)/fn(x), soit sous forme plus
explicite

rn(x) =

∑n
i=1 YiK(x−Xi

hn
)

∑n
i=1K(x−Xi

hn
)
.

Dans la littérature,rn est souvent rencontré sous le nom d’estimateur de Nadaraya-
Watson ; cet estimateur a de bonnes propriétés asymptotiques. En effet, selon les
hypothèses imposées au noyauK, la convergence en probabilité, presque com-
plète ou en normeLp versr ont été démontrées (cf. Bosq [14], Sarda & Vieu[118]
ou Györfi & al.[69]). Ferraty & Vieu[62] proposent une étude complète et péda-
gogique des propriétés dern.

A.2.2 Quelques résultats de convergence

Les théorèmes énoncés dans cette partie sont tirés de Györfi &al.[69]). On
peut s’y référer pour les démonstrations qui sont aussi détaillées dans ([62]) .
Sauf indication contraire, les hypothèses suivantes sont toujours supposées véri-
fiées dans les théorèmes qui suivent :
H1 - x est un point fixé deIRd tel quef(x) > 0.
H2 - limn→∞ hn = 0 et limn→∞

nhd
n

log n
= ∞.

H3 - Le noyauK est borné, intégrable et à support compact.
H4 - |Y | < M <∞
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Comme pour le cas de l’étude de la vitesse de convergence des estimateurs des
densités, la notion de noyau de classes est une hypothèse fondamentale.

Théorème A.2.1 (Vitesse de convergence ponctuelle sous condition de déri-
vabilité) Si H1-H4 sont vérifiées, sir et f sonts fois (s > 0) continûment diffé-
rentiables autour dex et siK est de classes alors

rn(x) − r(x) = O(hs
n) +O(

√
logn

nhd
n

), p.co

Le termep.co désigne la convergence presque complète.

Remarque : Il est possible d’affaiblir l’hypothèse H4, en la remplaçant par une
hypothèse de bornitude surIE[|Y |] (cf. Györfi & al.[69]).

Avant de donner le théorème suivant, rappelons la définitiond’une fonctionφ
β−lipschitzienne :

∃ β > 0, ∃α <∞, ∃ ε > 0 : ∀ y ∈]x− ε, x+ ε[, |φ(x) − φ(y)| ≤ α‖x− y‖β

Théorème A.2.2 (Vitesse de convergence ponctuelle sous condition de Lip-
schitz)Si H1-H4 sont vérifiées et sir etf sontβ−lipschitziennes alors

|rn(x) − r(x)| = O(hβ
n) +O(

√
log n

nhd
n

), p.co

Vitesses de convergence uniforme

Les théorèmes énoncés dans la suite précisent des vitesses de convergence
uniforme. A présent,x appartient à un compactC deIRd. A l’hypothèse H1, émise
pour les convergences ponctuelles se substitue l’hypothèse H5 définie ci-dessous.
Une hypothèse sur le noyau est aussi ajoutée :
H5 - Il existem > 0 tel queinfx∈C f(x) > m

H6 - Le noyauK estβ−lipschitzien surC :

∃ β > 0, ∃α <∞, : ∀x, y ∈ C, |K(x) −K(y)| ≤ α‖x− y‖β

Théorème A.2.3 (Vitesse de convergence uniforme sous condition de dériva-
bilité) Si les hypothèses H2-H6 sont vérifiées, sir et f sont s fois, (s > 0),
continûment différentiables dansC et siK est d’ordres, alors

sup
x∈C

|rn(x) − r(x)| = O(hs
n) +O(

√
log n

nhd
n

), p.co
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Théorème A.2.4 (Vitesse de convergence uniforme sous condition de Lipschitz)
Si les hypothèses H2-H6 sont vérifiées et sir et f sontβ−lipschitziennes surC
alors

sup
x∈C

|rn(x) − r(x)| = O(hβ
n) +O(

√
log n

nhd
n

), p.co

Vitesse optimale enh

Le choix d’unh optimal se fait en cherchant leh qui minimise les vitesses
établies par les théorèmes A.2.3 ou A.2.4. Pour cela, il fautdériver par rapport à
h les expressions des vitesses et chercher le zéro des dérivées.

Corollaire A.2.4.1 (vitesse optimale)Soit

h = α

(
n

log n

)− −1
4+d

, 0 < α <∞

alors, sous les hypothèses du théorème A.2.1 on a

rn(x) − r(x) = O

(
(
n

logn
)

−s
2s+d

)
p.co

et sous les hypothèses du théorème A.2.3 on a

sup
x∈C

|rn(x) − r(x)| = O

(
(
n

log n
)

−s
2s+d

)
p.co

Sarda & Vieu ([118]) établissent aussi les vitesses de convergence en moyenne
quadratique :

Théorème A.2.5 Supposons les conditions suivantes vérifiées :
- f(x) > 0, x point fixé deIRd.
- r etf sont deux fois continûment différentiables au voisinage dex.
- limn→∞ hn = 0 et limn→∞ nhd

n = ∞.
- u 7→ IE[Y 2|u] est continue au pointx.
- K est borné, intégrable, positif, symétrique et à support compact.
- K est un noyau d’ordre2.

Alors

IE[rn(x) − r(x)]2 = O(h4
n) +O(1/(nhd

n)) + o(h4
n + 1/(nhd

n))



256 Eléments d’estimation non paramétrique

La vitesse optimale s’en déduit facilement :

Théorème A.2.6 Supposons les hypothèses du théorème A.2.5 vérifiées :

Alors en prenant
h = αn− −1

4+d , 0 < α <∞
on a

IE[rn(x) − r(x)]2 = O(n− 4
4+d )



Annexe B

Algorithmes

B.1 Minimisation Stochastique de Fabian

Cet algorithme généralise l’algorithme d’optimisation stochastique de Kiefer-
Wolfowitz, premier du nom. Il se définit de la façon suivante (Cf. Fabian [61]) :

SoitV (x) la fonction à minimiser. On ne peut qu’observer des réalisations des
fonctions aléatoires dex, Z(x), telles queIE[Z(x)] = V (x). Soit le processus
itératif suivant, avecx0 point de départ :

xk+1 = xk + akWk xk ∈ IRm

• {ak} est une suite positive décroissante de la forme :ak = a/kα aveca > 0

et0 < α ≤ 1

•Wk =
∑h

i=1 viWki

avec

h, tel que les dérivées partielles deV (.) soient bornées jusqu’à l’ordre2h+ 1

Wki, gradient stochastique de dimensionm, où pourj = 1, · · · , m, W j
ki est

défini comme la moyenne deni variations stochastiques :

W j
ki =

1

ni

ni∑

j=1

[Z(xk + ckuiej) − Z(xk − ckuiej)]/2ck
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ck = c/k1/(4h+2) avecc > 0, {ui} : 0 < u1 < · · · < uh ≤ 1 et ej le jème vecteur
canonique deIRm.

v = (v1, · · · , vh)
′ = U−1ε avecU = [{u2j−1

i }) pour i, j = 1, · · · , h et ε =

(1, · · · , 1) ∈ IRh.

Pour déterminer les coefficientsui, une manière approximativement optimale
est définie selon Fabian par les équations

ui = cos[(h− i)π/(2h− 1)] i = 1, · · · , h
µi = [2h(h− 1) + 1/2]−1u−2

i (1 − δhi/2) i = 1, · · · , h
µi = ni/N

N =
∑h

i=1 ni

Les paramètresa, c, ,α, N et h sont au choix de l’utilisateur. La prise en
main de cette procédure de minimisation n’est donc pas aisée. Un grand nombre
d’essais est nécessaire avant d’obtenir de bons résultats.
Pour l’étude des propriétés de converge de l’algorithme voir Fabian([61]).

B.2 Algorithme du filtre avec sélection

Soit le système dynamique :

S :

{
xt = ft(xt−1, εt)

yt = ht(xt, ηt)

L’algorithme suivant, fournit une estimation convergentedep
(
xt|Bε(y1:t)

)
:

Soit un instantt fixé, posonsi = 1 :
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Tant quei ≤ n

k = 1 Initialisation
x′0 ∼ π0

S : x′0 → (x′1, y
′
1)

Si ‖y′1 − y1‖ < ε : k = k + 1

Sinon : retour à l’intialisation

k > 1

S : x′k−1 → (x′k, y
′
k)

Si ‖y′k − yk‖ < ε etk = t : x̃i
t = x′k et i = i+ 1

Si ‖y′k − yk‖ < ε etk < t : k = k + 1

Sinon : retour à l’intialisation
fin du Tant que

B.3 Algorithme du filtre avec ré-échantillonnage

Soit le système dynamique :

S :

{
xt = ft(xt−1, εt)

yt = ht(xt, ηt)

L’algorithme suivant, fournit une estimation convergentedep(xt|y1:t) :

pn
0 = p0 et t ≥ 0 :
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Etape 1 : Génération den états

x̄i
t ∼ pn

t pouri = · · · , n

Etape 2 : Génération desn particules

Pour touti = · · · , n on obtient̃zi
t+1 = (x̃i

t+1, ỹ
i
t+1)

en appliquant le système (3.2) àx̄i
t.

Etape 3 : Estimation du filtre optimal :

pn
t+1(xt+1|y1:t+1) =

∑n
i=1Khn(zt+1, z̃

i
t+1)∑n

i=1Khn(yt+1, ỹi
t+1)

t = t+ 1 puis retour à l’étape 1

B.4 Algorithme de filtrage pour des systèmes dyna-
miques paramétrés

Soit le système dynamique :

S :

{
xt = ft(xt−1, θx, εt)

yt = ht(xt, θy, ηt)

Soit θ = (θx, θy). L’algorithme suivant, fournit des estimations convergentes
dep(xt, θ|y1:t), p(xt|y1:t) etp(θ|y1:t) :

Initialisation : t = 1

- Génération des trajectoires : pouri = 1, · · · , n

x̄i
0 ∼ p0(x), θ̄i

0 ∼ p0(θ), ε̃i
0 ∼ Lε0, η̃

i
1 ∼ Lη1

x̃i
1 = f1(x̄

i
0, θ̄

i
0, ε̃

i
0)

ỹi
1 = h1(x̃

i
1, θ̄

i
0, η̃

i
1)

θ̃i
1 = θ̄i

0

- Estimation des densités :
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p̂n
1 (x, θ|y1) =

∑n
i=1Kh(ỹ

i
1 − y1) ×Kh(θ̃

i
1 − θ) ×Kh(x̃

i
1 − x)∑n

i=1Kh(ỹi
1 − y1)

p̂n
1 (θ|y1) =

∑n
i=1Kh(ỹ

i
1 − y1) ×Kh(θ̃

i
1 − θ)∑n

i=1Kh(ỹi
1 − y1)

p̂n
1 (x|y1) =

∑n
i=1Kh(ỹ

i
1 − y1) ×Kh(x̃

i
1 − x)∑n

i=1Kh(ỹi
1 − y1)

-t = t+ 1

Etape 1 : t > 1

- Génération des trajectoires : pouri = 1, · · · , n

(x̄i
t−1, θ̄

i
t−1) ∼ p̂n

t−1(x, θ|y1:t−1), ε̃i
t−1 ∼ Lεt−1, η̃

i
t ∼ Lηt

x̃i
t = ft(x̄

i
t−1, θ̄

i
t−1, ε̃

i
t−1)

ỹi
t = ht(x̃

i
t, θ̄

i
t−1, η̃

i
t)

θ̃i
t = θ̄i

t−1

- Estimation des densités :

p̂n
t (x, θ|y1:t) =

∑n
i=1Kh(ỹ

i
t − yt) ×Kh(θ̃

i
t − θ) ×Kh(x̃

i
t − x)∑n

i=1Kh(ỹ
i
t − yt)

p̂n
t (θ|y1:t) =

∑n
i=1Kh(ỹ

i
t − yt) ×Kh(θ̃

i
t − θ)∑n

i=1Kh(ỹ
i
t − yt)

p̂n
t (x|y1:t) =

∑n
i=1Kh(ỹ

i
t − yt) ×Kh(x̃

i
t − x)∑n

i=1Kh(ỹ
i
t − yt)

-t = t+ 1

Retour à l’étape 1.



262 Algorithmes



Annexe C

Présentation des procédés
biotechnologiques

Les grands principes des procédés biotechnologiques sont exposés dans cette
annexe. Pour une présentation plus détaillée, on peut se reporter à Bastin & Do-
chain ([7]).

FIG. C.1 – Bioréacteur de retraitement d’eaux usées
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C.1 Description d’un bioprocédé

La présentation, inspirée de Hilgert ([75]) et Wagner ([127]), va se limiter au
cas d’un processus conduit en bioréacteur : enceinte au seinde laquelle se déroule
un ensemble de réactions biologiques dans un milieu liquide(cf. Fig. C.1). Ce
type de processus est schématisé par la réaction générique suivante :

Substrats −→ Biomasses + Produits

Les substrats sont des nutriments introduits dans le bioréacteurs, la matière
polluante dans le cas d’une dépollution biologique . Les biomasses sont consti-
tuées de micro-organismes présents dans le bioréacteur. Sous des conditions physico-
chimiques appropriées (pH, température,. . . ), les biomasses se développent en
consommant les substrats et en générant divers produits.

Ce type de bioprocédé peut avoir des finalités assez variées,par exemple :
la production de biomasse (levure), la production d’un composé principal (alcool,
yaourt, antibiotique,. . . ), la dépollution biologique (consommation des substances
polluantes par la biomasse),. . .

Dans la pratique, on rencontre trois principaux modes opératoires, caractérisés
selon le mode d’alimentation en substrat :

- Le mode discontinu ou batch. La totalité des éléments nutritifs est introduite
au lancement du procédé. Aucune modification n’est réaliséesur le contenu du
réacteur, jusqu’à l’arrêt du procédé par épuisement des substrats. L’opérateur agit
seulement sur les conditions environnementales du milieu réactionnel.

- Le mode semi-continu ou fedbatch. Il se distingue du précédent par un apport
étalé des différents élément nutritifs en fonction d’objectifs de conduite. Même
principe d’arrêt que le mode batch

- Le mode continu. L’alimentation du réacteur (substrat en solution) est faite
en continu. Un flux volumique équivalent est retiré en sortie. Le contenu du réac-
teur conserve ainsi un volume constant.
Ce mode de fonctionnement permet de traiter de gros volumes avec des réac-
teurs de taille modeste. Il est très répandu dans les domaines agro-alimentaire,
pharmaceutique,. . .
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C.2 Modélisation par bilan de matière

Les équations d’états

Pour simplifier la présentation, considèrons le cas d’un seul substratS, trans-
formé par une seule biomasseB. Soit V le volume réactionnel. Le principe de
conservation de la masse permet de modéliser l’évolution dusubstrat et de la bio-
masse par le système d’équations différentielles suivantes :






d(BV )

dt
= rBV −QoutB

d(SV )

dt
= −rSV +QinSin −QoutS

dV

dt
= Qin −Qout

S et B désignent les concentrations en substrat et en biomasse.
Qin,Qout sont les débits d’alimentation et de soutirage du réacteur.
Sin est la concentration en substrat entrant dans le réacteur.
rS et rB sont respectivement les vitesses de croissance de la biomasse et consom-
mation du substrat.
V est le volume du contenu du réacteur.

Les débitsQin etQout sont directement caractérisés par le mode de fonction
du procédé :

Procédé discontinu :Qin = Qout = 0

Procédé semi-continu :Qin 6= 0,Qout = 0

Procédé continu : Qin = Qout 6= 0
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La figure C.2 présente un schéma de réaction type avec un seul substrat et une
seule biomsse.

Produits

B

S

S

Qin

Qout

in

FIG. C.2 – Schéma d’un bioréacteur

Les paramètres cinétiques

La vitesse de croissancerB de la biomasse, introduite ci-dessus, est définie par

rB =
1

V

d(BV )

dt

Le taux de croissancespécifique,µ est la vitesse ramenée à l’unité de bio-
masse :

µ =
1

BV

d(BV )

dt

La vitesse de consommation du substrat,rS, est généralement exprimée en
fonction derB :

rS =
rB

τ

où τ ∈]0, 1[ est le rendement de conversion substrat-biomasse.
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A l’aide de ces nouvelles quantités, il est possible de réécrire les équations
caractérisant l’évolution des concentrations en biomasseet substrat :






dB

dt
= (µ− Qout

V
)B

dS

dt
= −µB

τ
+
Qin

V
Sin − Qout

V
S

dV

dt
= Qin −Qout

Le taux de croissanceµ joue un rôle important. Les microbiologistes se sont
attachés à le modéliser. Il est dépendant de nombreux facteurs. Le paragraphe
suivant présente les modèles de taux de croissance les plus fréquemment utilisés.

Le taux de croissance de biomasse

- La loi de croissance la plus couramment utilisée, est celleintroduite par
Michaelis & Menten en 1913 et reprise par Monod([101]) en 1942 :

µ = µmax
S

S +KS

Où µmax est le taux de croissance maximal etKS la constante de saturation. La
particularité de cette loi est d’être nulle lorsqu’il n’y a plus de substrat à consom-
mer.

- Pour prendre en considération les phénomènes d’inhibition causés par de
trop fortes concentrations en substrat, Haldane([70]) en 1930, puis Andrews([5])
en 1968, proposent la loi suivante :

µ = µmax
S

S +KS + S2

KI

oùKI est la constante d’inhibition.

- Afin de prendre en compte les effets conjoints de la biomasseet du substrat,
Contois([23]) a proposé en 1959 un nouveau modèle :

µ = µmax
S

S +KSB
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Un très grand nombre de lois de croissance plus spécifiques sont proposées
dans la littérature. Bastin & Dochain([7]) recensent la plupart d’entre elles.

Principale difficulté

Les modèles obtenus par bilan de matières contiennent systématiquement un
grand nombre de paramètres inconnus liés au problème considéré et aux condi-
tions environnementales, par exemple,τ , µmax, KS, KI , . . . . Lorsque, selon les
réactions, le nombre de biomasses ou de substrats augmente,le nombre de para-
mètres augmente en conséquence. Une grande partie du travail de modélisation
doit alors être consacrée à l’estimation de ces paramètres.
Les filtres par convolution que nous avons introduits sont intéressants dans cette
perspective. En effet, ils offrent la possibilité, comme onl’a vu au neuvième cha-
pitre, d’estimer de manière globale tous les paramètres inconnus ou de filtrer avec
de “mauvaises” valeurs de paramètres sans grande incidencesur la qualité des
estimations d’état recherchées.
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